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Lösningsförslag

1. (a) Vi f̊ar händelserna i) A ∪B, ii) (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B) samt A | B. Dessa kan illustreras i
Venndiagram som: (0.6)

Ω

A B

A ∪ B Ω

A B

(A ∩ Bc) ∪ (Ac ∩ B)

A

A ∣ B

Ω = B

(b) Den betingade sannolikheten blir, ty A och B oberoende (0.4)

P (A | B) =
P (A ∩B)

P (B)
=

P (A)P (B)

P (B)
= P (A) = 0.1

2. (a) Vi har ett antal utfall ω = { tids̊atg̊ang } med okänd fördelning. Vi definierar händelsen
D = {ω > 40}. I v̊art utfallsrum har vi d̊a händelsen D och dess komplement Dc, för
vilka vi enligt tabell har 4 och 16 observationer av respektive utfall. Som skattning av
P (D) använder vi den klassiska sannolikhetsdefinitionen, dvs vi f̊ar (0.4)

p = P (D) =
antal gynsamma utfall

totalt antal utfall
=

4

4 + 16
= 0.2.

(b) Om vi l̊aterDi vara händelsen att tids̊atg̊ang i är längre än 40 sekunder, f̊ar vi ξ =
∑5

i=1 1Di .
Eftersom vi vet att Di och Dj är likafördelade med P (Di) = 0.2, ∀i, samt oberoende för
i ̸= j blir d̊a ξ Binomialfördelad. Mer specifikt f̊ar vi ξ ∈ Bin(0.2, 5). Sannolikheten för
{Dc

1 ∩ · · · ∩Dc
5} blir därför P (ξ = 0) =

(
5
0

)
p0 (1− p)5 = 0.33. (0.6)

3. (a) Vi har sannolikheterna givna för utfallen x = 1, 2, 3, samt ur texten att P (ξ > 3) = 0.
Vi f̊ar d̊a P (ξ = 0) = 1−

∑3
x=1 P (ξ = x) = 1− 0.4− 0.3− 0.1 = 0.2. (0.2)

(b) Vi använder definitionen för väntevärde och varians och f̊ar (0.2)

E(ξ) =
3∑

x=0

xP (ξ = x) = 0 · 0.2 + 1 · 0.4 + 2 · 0.3 + 3 · 0.1 = 1.3

V (ξ) = E(ξ2)− E(ξ)2 =

3∑
x=0

x2 P (ξ = x)− E(ξ)2

= 02 · 0.2 + 12 · 0.4 + 22 · 0.3 + 32 · 0.1− 1.32 = 0.81

D(ξ) =
√

V (ξ) = 0.9
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(c) Den totala mjölkhandeln p̊a tisdagar är ν =
∑400

i=1 ξi där det är givet att kundernas
mjölkinköp är likafördelade och oberoende. Det ger att (0.2)

E(ν) = E

( 400∑
i=1

ξ

)
=

400∑
i=1

E(ξ) = 400E(ξ) = 400 · 1.3 = 520

D(ν) =

√√√√V

( 400∑
i=1

ξ

)
=

√√√√ 400∑
i=1

V (ξ) =
√
400V (ξ) = 20 ·D(ξ) = 20 · 0.9 = 18.

(d) Eftersom vi summerar över ett stort antal slumpvariabler som är oberoende och lika-
fördelade kan vi använda Centrala gränsvärdessatsen, varför vi har approximativt att
ν ∈ N(520, 18) (fr̊an (c)). Vi söker d̊a den mängd mjölk där sannolikheten att f̊a denna
observation eller större är högst 5 %, dvs kvantilen x0.05 som uppfyller (0.4)

P (ξ < x0.05) = 0.05 ⇒

Φ
(x0.05 − 520

18

)
= 0.05 ⇒

x0.05 − 520

18
= λ0.05 = [tabell] = 1.64 ⇒

x0.05 = 520 + 18 · 1.64 = 549.52 = 550.

4. Eftersom hastigheterna vid överg̊angsställena A och B kan grupperas per bil kan vi använda
modellen stickprov i par. Allts̊a antar vi följande modell för skillnaden B−A är ηi− ξi ≜ ζi ∈
N(∆, σ) för de n observationerna, i = 1, . . . , 8.

De observerade skillnaderna f̊as som zi = yi − xi och skattningarna ∆∗
obs = z̄ = 6.38 och

σ∗
obs = s = 7.13.

Om vi ska undersöka om hastigheterna är högre vid B än A vill vi undersöka om ∆ är positiv.
Allts̊a vill vi bilda ett ensidigt ner̊at begränsat konfidensintervall med α = 0.01. Eftersom
standardavikelsen är skattad använder vi en t-kvantil med 8 − 1 = 7 frihetsgrader, vilket ur
tabell avläses som t0.01(7) = 3.00 Vi f̊ar d̊a intervallet

I∆ =
[
z̄ − t0.01(7)

s√
n
, ∞

)
=
[
− 1.18, ∞

)
Vi kan alls̊a inte p̊ast̊a att det körs snabbare vid överg̊angsställe B än A p̊a signifikansni-
v̊an 0.01. (1.0)

5. (a) Eftersom vi har fördelningsfunktionen F (x) kan vi beräkna sannolikheten direkt som (0.4)

P (ξ >
√
2) = 1− P (ξ ≤

√
2) = 1− F (

√
2)

= 1− (1− e−(
√
2)2/2) = 1/e = 0.37.

(b) Vi f̊ar täthetsfunktionen genom att derivera fördelningsfunktionen m.a.p. x,

f(x) = F ′(x) =
(
− 2x

2

)
(−e−x2/2) = xe−x2/2, x ≥ 0

och f(x) = 0 d̊a x < 0. Denna är en täthetsfunktion om den uppfyller tv̊a kriterier,
nämligen 1) f(x) ≥ 0, ∀x, samt 2) att

∫∞
−∞ f(x) dx = 1. Vi kan direkt se att det första
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kriteriet är uppfyllt. Vad gäller det andra kriteriet skulle vi kunna beräkna integralen,
men eftersom denna är ekvivalent med att beräkna gränsvärdet F (x) d̊a x → ∞ gör vi
istället detta. Vi f̊ar d̊a

lim
x→∞

F (x) = 1− e−x2/2 = 1− 0 = 1.

Allts̊a är den ovan beräknade f(x) en täthetsfunktion. (0.6)

6. (a) Vi har ur uppgiften att ξ = mätt askhalt i stenkol (%-enheter) följer N(µ, 1), där µ är
den faktiska men okända askhalten. Stickprovet best̊ar av ξ1, . . . , ξ12 som är oberoende
och likafördelade som ξ. Vi kan d̊a formulera hypoteserna: (0.2)

H0 : µ = 8 (= µ0)

H1 : µ > 8

(b) Med Teststorhet beräknar vi

Tobs =
x̄− µ0

1
/√

n
=

8.4− 8

1
/
(2
√
3)

= 0.4 · 2
√
3 = 1.39.

Vi jämför denna med λ0.05 = 1.64 och finner att Tobs ≯ λ0.05. Allts̊a kan vi inte förkasta
nollhypotesen: Den uppmätta halten är inte signifikant högre än 8 %. (0.4)

(c) Vi beräknar testets styrka, allts̊a sannolikheten att förkasta nollhypotesen givet att den
sanna askhalten är µ = 9 (%). Vi f̊ar

P (T > λ0.05 | µ = 9) = P
(µ∗ − µ0

σ/
√
n

> λ0.05 | µ = 9
)

= P
(
µ∗ > µ0 + λ0.05

σ√
n
| µ = 9

)
= P

(
µ∗ − µ

σ/
√
n

>
µ0 + λ0.05

σ√
n
− µ

σ/
√
n

| µ = 9

)

= 1− Φ

(
µ0 + λ0.05

σ√
n
− µ

σ/
√
n

| µ = 9

)

= 1− Φ

(
8 + 1.64 1√

12
− 9

1/
√
12

)
= 1− Φ(−1.81) = Φ(1.81) = 0.97.

Detta är s̊aledes ett starkt = bra test och vi behöver inte göra fler än 12 mätningar vid
nästa tillfälle. Om askhalten verkligen vore 9 % hade v̊art test förkastat nollhypotesen
med hög sannolikhet. (0.4)

Slut!
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