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1. a) Vi har

AB=(2-3,3-1,2—1) = (—1,2,1),
AC = (3-3,4—1,4—1) = (0,3,3),
BC = (3-2,4-34-2)=(1,1,2).

Triangelns omkrets ar dérfor

‘ﬁ) + ‘ﬁ( + )ﬁ‘ —(=1,2,1) + [(0,3,3)] + |(1,1,2)]
=V(-1)2+22 + 12+ V02 + 32 + 32+
=6+ V18 + V6 = 2V6 + 32

b) Triangelns area ges av

1 Ex@‘ = 1/(=1,2,1) x (0,3,3)|
L2 1] -] |2
=23 3" "o 3|0 3

(6—3—( 3-0),-3-0)| = 3/(3,3,-3)]
V32324 (—3)2 = Vo1 = 33
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1
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¢) Vi har BA = —AB = (1,-2, -1). Da

. BA-BC  (1,-2,-1)-(1,1,2)
COS([BA’@D - ‘ﬁ‘ ‘@‘ ~ =2, — 1|1, 1, 2)]
B 1-14(=2)-1+(-1)-2
N VI (=22 4+ (12 V2 F 124 22
_ =3 _ 3__1
VeV 60 2

géller ZABC = [B—1>4, B?} = arccos (—%) = %’r




2. a) Inséttning av ¢:s ekvation i 7:s ekvation ger

20 —y+2-5=0 <= 2(1—-¢)—(1+3t)+(t) —5=0
<—— 2-2t—1-3t+t—-—5=0
<— 4—-4t=0 <« t=-—1.

Insdttning av ¢ = —1 1 £:s ekvation ger skirningspunkten

(1—(=1),1+3(=1),-1) = (2,-2,-1).

b) Linjen ¢ gar genom punkten Fy: (1,1,0) sa
u=RP=(1-13-11-0)=(0,21).

Linjen ¢ har riktningsvektorn v = (—1, 3, 1); observera att u }f v. Planet
my har alltsa riktningsvektorerna u och v. En normalvektor for my ar

da

n=vxu=(—1,3,1) x (0,2,1)
(B -1 1) -1 3
S\ (2 1 102

0 1
=(1,1,-2).
En ekvation for my pa affin form ar alltsa me: x +y — 22 +d = 0 for
nagot d. Da P ligger i my géller alltsa

143-2-14+d=0<=d=-2.
Ekvationen ar alltsa mo: x +y — 22 — 2 = 0.

c) Lat @ vara den ortogonala projektionen av P pa ¢. Fran figuren
nedan erhalls att u; = Fy() ar den ortogonala projektionen av u pa v.




Projektionsformeln ger nu
u-v (0,2,1)-(—1,3,1))
u; = V= \4
<| \2> ( (1,3, 1)

+2 3+1-1
\4
)2+ 3%+ 12
1
1

131)

Hérav erhalls (med notationen fran figuren nedan)

u=1u;+ U <=
w=u—u =(0,2,1) — £ (-1,3,1) = +(7,1,4).

Minsta avstandet fran P till £ ges da av

PG| = o] = |7, 1,4 = £I(7,1,9) = LVE+ 2+ 22
= 5V49 + 1416 = £/66.

. a) Lat d = det(A). Jamforelse av determinanterna ger
det(A%) = det(5A).

Produktregeln ger
det(A?) = det(A)® = d°.

Matrisen 5A fas genom att multiplicera var och en av de 4 raderna med

5. Dérmed géller
det(5A) = 5* det(A) = 5d.

Fran (1), (2) och (3) fas da
& =5'd = &’ -5'd=0 < d(d*-5")=0
— d=0eller d = +V5! = +5% = £25

Alltsa géller det(A) € {0,£25}. Observera att matriserna

V5 0
V5
0
0
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alla uppfyller ekvationen A® = 5A. D4
det(A;) =0, det(Aq) = 25, och det(A3) = —25
ar alla 3 virden alltsa mojliga.
b) Omskrivning ger
X'A=B < A= XB.

V1 visar nu att matrisen B ar inverterbar och berdknar inversen. Vi har

1 +2x9 +3x3 = ® -1 1-1
1 +3xy +3r3 = Yo J <—
Ty +2ry +4rz = Y3
@ +2z9  +3x3 = Y1 j
@ =~y Y -2 =
@3 = —h +ys -3
@) = 6y1 —2y» —3ys
@2 = -y + ¥
@3 = —h + U3
Alltsa ar B inverterbar med inversen
6 -2 -3
Bt=[|-1 1 0
-1 0 1

Dérfor giller A= XB <= AB~! = X. Beriikning ger nu

110 6 —2 -3 5 —1 -3
X=AB'=[(01 2 -1 1 o0]l=(-3 1 2
1 0 3 -1 0 1 3 -2 0

. a) Pastaendet ar sant. Produktregeln ger

det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA).

b) Pastaendet &r sant och foljer fran Bassatsen.

c) Pastaendet &r falskt. Om F ér linjér giller F/(0) = 0. A andra sidan
ar F(0)=u-0+5=045=>5, sa F ar inte linjar.
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d) Péstaendet ir falskt. T.ex. giller A> = 0 och A # 0 fér matrisen

01
A:

0
00 0
0 00
e) Pastaendet dr sant. Vi har

I+A)(—A+A) = —A+ A +A-A LA =+ A =]
och
(I —A+A)I+A) =1 +A-A-A L AL A=+ A =1

Matrisen | + A ar dérfor inverterbar med inversen | — A + A2.

f) Pastaendet &r falskt: T.ex. &r vektorerna v; = (1,0,0,0,0), vy =
(0,1,0,0,0), vs = (0,0,1,0,0), vy = (0,0,0, 1,0) linjart oberoende. En
bas for R5 bestar dock alltid av 5 stycken vektorer enligt Bassatsen.

g) Pastéendet ér sant. D& (I — AB)™! = C giller
(Il -AB)C=1| <— C—-ABC=1| < ABC=C—-1,
och
C(l—-AB)=1 <= C—-CAB=1 < CAB=C-1.
Vi har alltsa ABC = CAB = C — |. Déarfor giller
(I = BA)(I + BCA) =1+ BCA— BA— B(ABC)A
=/+BCA—-BA—-B(C—-1)A
=1+ BCA— BA—BCA+ BA
=1,
och
(I + BCA)(I — BA) =1 — BA+ BCA— B(CAB)A
=1—-BA+BCA—-B(C—-1A
=/—-BA+ BCA— BCA+ BA
=1
Matrisen | — BA ar darfor inverterbar med inversen | + BCA.
h) Pastaendet ar falskt. Om AX = 0 har en icke-trivial 16sning ger sat-

sen om l6sning av kvadratiska ekvationssystem (Sats 9.10) att det(A) =
0 och att det finns Y sa att AX = Y inte ar losbar.



5. Enligt definitionen utgor u;, uy, us en ortonormerad bas i R3 om
lup| = Jug| =|uz| =1 och w; L uy, uy L ug, uy L ug.

Planet 7: ©—2y—2z = 5 har normalvektorn n = (1, -2, —2) sd u; || n.
D& u; ar en enhetsvektor normerar vi n:
! L (1,299
u=-—n=-——"—-—-_-~(l,—4,—
m|[(1,-2,-2)]
1

T/ (2t (2P

1
(1,-2,-2) = 5(1,-2,-2).

Linjen ¢: (z,y,2) = (1 — 2t,—2 + 3t,—1 + 3t) har riktningsvektorn
v =(—2,3,3) sd ug L v. Dessutom géller ug L u; da uy, us, ug ar en
ON-bas. Alltsa ar ug parallell med

1
U X v= §(1, —2,-2) x (=2,3,3)
C 12 =2 |1 2] |1 =2
“3\/3 3" -2 3|'|-2 3
1
=§(—6—(—6),—(3—4),3—4)
1
= (0,1, —1).
3(77 )

Alltsa géller ug || (0,1, —1) och normering ger

1

0.1,-1)= NESTENEE

u; = (0,1,—1)

(0,1, =1)]

1
=—(0,1,-1).

50141

Observera att u; x ug ar en enhetsvektor da u; och us ar ortogonala

enhetsvektorer. Dessutom &r u;, us, u; X ug positivt orienterad, vilket

ger att uy, u; X ug, us ar negativt orienterad, vilket i sin tur ger att

u;, —u; X ug, ug ar positivt orienterad. Alltsa géller

Uy = —Uu; X ug = ug X Uj.



Berakning ger

U = U3 X Ug

1 1
=—(0,1,—-1) x =(1,-2,-2
S0.1-1) x 5(1,-2,2)
1 =1 0 -1} |0 1
_3\/§ -2 =217 11 =2|"|1 =2
1
=—(-2-2,—(0—-(-1)),0—-1
oL 0~ (-1)),0-1
1
= ——(—4,—-1,-1).
3\/§< )
Ett mdjligt val av positivt orienterad ON-bas &r alltsa
L, 22 29 L a1 o L 0.1,-1)
u = S, —4,—2), Uy = —=(—4,—1,—1), u; = —=\\Y, 1, —1).
1 3 2 3\/§ 3 \/§
6. Determinanten av koeflicientmatrisen ar:
a a a -1 a a a 1 1 1
baal =b—a 0 0| =alb—a 0 O
b b 2a b b 2a b b 2a
= [utveckling ldngs rad 2]
— —ab—a)|} 1’:a(a—b)(2a—b).

b 2a

Observera att
ala—0b)(2a —b) #0 <= a # 0,b # a och b # 2a.

Enligt Huvudsatsen har ekvationssystemet alltsa entydig 16sning om
alla tre vilkoren a # 0, b # a och b # 2a ar uppfyllda.
Vi betraktar nu de 3 fallen a = 0, b = a och b = 2a separat.

Om a = 0 &ar ekvationssystemet

0 = 3
bx = 4
br +by = 6

som uppenbarligen saknar 16sning.
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Om b = a ar ekvationssystemet

ar +ay + az = 3 -1 ar +ay + az = 3
ar +ay + az = 4 J <= 0 =1
ar +ay +2az = 6 ar +ay +2az = 6

som ocksa saknar 10sning.

Om a # 0 och b = 2a &r ekvationssystemet

ar + ay + az = 3 -1 92
20 + ay + az 4 —
2a¢ +2ay +2az = 6

ar 4ay +az = 3 j j] =1
azx =1 -1 <= +az = 2

Da a # 0 fas alltsd parameterlosningen z = ¢, y = % —t,x= % Det
finns alltsa odndligt manga losningar i detta fall.

Sammanfattningsvis fas alltsa

e a =0 eller b = a: Saknar l6sning.
e a # 0 och b = 2a: Oédndligt manga 16sningar.
e a#0,b+# aochb# 2a: Entydig 16sning.



