Lunds Tekniska Ho6gskola Losningar
Matematik Linjar algebra, FMAAS55
Helsingborg 2025-08-22

1. a) Med A: (1,0,1) och B: (1,1,2) har planet m riktningsvektorerna
vi = (—2,1,0) och

Vo=AB=(1-1,1-0,2—1) = (0,1,1).
En normalvektor {or m ar da

n=v;xvy=(-21,0)x(0,1,1)
(|t o] -2 0] |[-2 1
- 9 9 0 1

11 0 1
= (1,2,-2).

En ekvation for 7; pa affin form ar alltsa m;: v + 2y — 22 +d = 0 for

nagot d. Da A: (1,0,1) ligger i planet géller alltsa

1+2.-0-2-14d=0<«=d=1.
Ekvationen ar alltsa m: ¢ + 2y — 224+ 1 = 0.

b) Skirningen mellan ¢; och 7, fas genom att sétta in ¢;:s ekvation i
me:s ekvation

r—y+3z=4<= (—1+1t)—2+3(2t) =4
= —-1+t-2+6t=4
— Id3+Tt=4+=1t=1.
Da det finns entydig 16sning skér linjen ¢; alltsa 7 i en punkt.
Skirningen mellan ¢ och m, fas pa samma satt
r—y+3z=4<= (1+t)—(-2t)+3(1—-1t) =4
<~ 1+t+2t+3-3t=4
— 4 =4.
Da detta galler for alla ¢ ligger /5 alltsa i planet .
For /5 erhalls
r—y+3z=4<=1-2t)—(1+t)+3t=14
<= 1-2t—1—-t+3t=4
— 0=4.



Da l6sning saknas finns ingen skirning. Alltsa &r /3 parallellt med 7o
men /3 ligger inte i 7.

. a) Eventuell skidrning mellan linjerna finns genom 16sning av ekvations-
systemet

t = 14 3s t—3s = 1 -2 -3
2t = 2—8 <=2+ s = 2 J
1+3t = 3+s 3dt— s = 2

®H—-3s = 1 ®H—-3s = 1
s = 0 -3 = s = 0
S5 = —1 ] 0 = -1

Losning saknas, sa linjerna skér inte varandra.

b) Med A: (1,1,1), B: (1,0,—1) och C: (—3,0,0) géller
AB=(1-1,0—1,-1—1) = (0,~1,-2),
AC = (-3-1,0-1,0— 1) = (=4, 1, -1).

Triangelns area ges av

%‘,ﬁ x @‘ = 1(0,-1,-2) x (—4,-1,-1)|

Calf]-r -2l Jo —2[]o0 -1
2(\|-1 —1|""|-4 —1|'|-4 -1
= 1l(=1,8,~4)] = 1/ (1 + 8 + (4P

- AL}

c) Vi berdknar forst de tva faktorerna. Vi har

-3 -5 10 2 -5
AH_(Q 4>+Q J‘<2 5)
-3 -5 10 -5 -5
A_m_(z 4)_2Q:J_(2 2)'
Alltsa géller

(A+ 1)(A—21) = (_22 _55) (_25 _25> - (8 8)

och



3. a) Da linjen har riktningsvektorn v = (1,1, 0) erhalls

Covew  (1L,1,0)-(—1,-2,1)

cos (VW) = KTt = (Lol —2.0)
B 1-(=1)4+1-(-2)+0-1
V203 (—1)2 + (<22 + 12
—1-240 3 3 V3

v2v6 V12 23 2

Alltsa géller [v, w] = arccos <—ﬁ> = 2% Minsta vinkeln mellan ¢ och

2
w ér alltsé (jfr. figuren nedan) o =7 — 2% = Z.

b) Linjen ¢ gar genom punkten Fy: (2,1,5) och har riktningsvektorn
v = (1,1,0). Berdkning ger

u=BP=(3-21-13-5) =(1,0,-2).

Fran figuren nedan erhalls att u; = Poa) ar ortogonala projektionen av
u pa v. Projektionsformeln ger nu

e () - (L2,
_ (1-1+o-1+(—2)-0)v

12+ 12 + 02
=1(1,1,0).

Herav erhéalls

u=1u; + ux <=
w=u—u =(1,0,-2)—1(1,1,0) = 3(1,-1,—4).



Minsta avstandet fran P till £ ges da av

PG| = sl = 15(1, 1, —4)] = 4(1,—1,—4) = 3/ T+ (-1)2 + (—4)?
=IVI+1+16=1V18=3v2

. Enligt Huvudsatsen och Bassatsen ar vektorerna u;, us, us linjart
oberoende precis nir determinanten nedan ar skilt fra 0:

a 1 a
1 a—2 0l=a*(a—2)+0+0-0—a—2a(a—2)
2 0 a
=a® —2a® —a—2a* + 4a = a® — 4a* + 3a
= a(a® — 4a + 3).
Enligt pg-formeln géller a®> —4a + 3 = 0 <= a = 1 eller a = 3. Altsa

galler
Uy, Uy, ug linjart oberoende <= a ¢ {0, 1, 3}.

. a) Enligt uppgiften uppfyllar avbildningsmatrisen A for F' villkoren

()= (5) e a(5) =)

Dessa villkor ar ekvivalenta med matrisekvationen

()00

Vi har alltsd AB = C dar

1 3 -1 5
B—(2 _4> och C—(2 O>'

4



Om B ir inverterbar giller AB = C <= A = CB~!. Vi verifierar nu
att B ar inverterbar och berdknar inversen:

B Ty +3zy = Y1 -2
BX_Y<:>{2x1 Cyw — y23 =
@) + 312 = (7
<~
{ —10zs = =2y +y2 (= 55)
3 —
{@ +0x2 - 1y1 ) j —
T2 = 33U —1Y2 —3
— 2 3
{@ - ?yl 110y2
@ = 301 —1Y2

Alltsa ar B inverterbar med inversen

1 /4 3
-1 _
5 —10(2 —1>‘

Avbildningsmatrisen &r alltsa
a1 (L 5y 1 /4 3N _ 1 /6 —8)_ 173 —4
A= (B _<2 0)102—1_108 6) 5\4 3)°

b) Fran a) erhélls

Y,
L F(1,0)
F(0,1)
0 >
—1 17
L



Enligt figuren verkar F' vara en rotation kring O. For att kolla detta
observerar vi att F'(1,0) &r en enhetsvektor:

1 25
|F(1,0) =[(2,3)] =£](3,4)| = 5\/32 + 42 = g = 1.

Vi kan derfér vélja en vinkel 6 sa att (cos(6),sin(f)) = F(1,0) = (2, 1)
(mer precist kan vi vilja 6 = arccos (2)). Vi far da

A 8 ¢ _ (cos(f) —sin(6)
£ 3 sin(f) cos() )
Da detta ar en rotationsmatris ar F' alltsa en rotation kring O i positiv
led genom vinkeln 6.

. Vi observerar forst att P inte ligger pa /;:

1=2+1¢ t=-1
1=2t = t=1
2=92+t t=0.

Da 16sning saknas ligger P inte pa ¢;. Det finns alltsa ett entydigt plan
7 som innehaller P och ¢;. Skirningen )y av ¢ och ¢, maste ligga i 7.
Planet 7 innehaller alltsa tva skilda punkter P och Q) fran ¢, sa ¢ ligger
i w. Skdrningen Q) av ¢ och /¢y liggar dérfor ocksa i m. Alltsa ges Qo
av skirningen mellan ¢, och 7. Det aterstar att utfora berédkningarne.

Punkten P;: (2,0,2) ligger pa ¢, varfor v = Eﬁ =(1-2,1-0,2-2) =
(—1,1,0) &r en riktningsvektor for . Da ¢; ligger i 7 &r ocksa ¢;:s
riktningsvektor vi = (1,2,1) en riktningsvektor f6r 7. Planet 7 har
alltsa normalvektorn

v xvi=(—1,1,0) x (1,2,1) = (1,1, —3).

Ekvationen for 7 &r alltsa m: x +y — 32+ d = 0 for nagot d. Insdttning
av P ger
141-3-24d=0<=d =4,

dvs. ekvationen &r 7: z +y — 32 +4 = 0. Punkten ()5 fas nu som
skirningen av /5 och 7. Inséttning av fy:s ekvation i 7:s ekvation ger

1+4t434+t—-344+t)+4=0<—= —t—4=0<=1t=—4.



Detta ger Q-

(14 (—4),3+(—4),4+ (—4)) = (=3,

har alltsa riktningsvektorn

POy =(-3-1,-1-1,0-2) = (—4,-2,-2) || (2,1, 1).

En ekvation for ¢ pa parameterform blir alltsa

r=1+ 2t
0 qy=1+t
z=2+t.

—1,0). Linjen ¢

Alternativ l6sning: Lat skirningen av £ och ¢ vara Py : (2+4ty, 2t1, 2+
t1) och 1at skirningen av £ och 5 vara Py: (1 + to,3 + to,4 + t2). Vek-

torerna

—

vi=PPi=2+t—1,2t, — 1,2+t —2)=(t1 + 1,2t, — 1, t;)
—

vo=PPy=(1+1ty— 1,3+t — 1,4+ 1ty —2) = (ta, ta + 2,12 + 2)

maste da vara parallella. Berdkning ger

Vi HV2<:>V1><V2:0

= (t1—|—1,2t1—1,t1) X (tg,t2—|—2,t2—|—2) =0

=

— 9

Y

2, — 1  t ‘ i+t
to+2 ty+2| to  ta+2
((2t, — 1)(ta +2) —t1(ta +2) =0
—(t1 + 1)(t2 + 2) + tito =0
(b + 1)t +2) — (26, — 1ty =0
ity + 4ty —ty —2 —tity — 2t =0
—titg — 2t —ty — 2+ tity =0
| it + 20+t +2 —2t1ty +1y =0
[ tity 42t —ty = 2 —1
o~y — 2 1

| —tits +2t1 +2ty = -2
(tity 42t —ty =2

=2t —ty =2 2
\ 4, +ty =0 3
(tity +2t; —t, =2
—2t; —ty =2

—ty =4

tv+1 2t —1

123

to + 2

)



De tva sista ekvationerna ger to = —4 och

h=—s@4t) = @+ (-9 =1

Det aterstar att kolla den forsta ekvationen:

Ekvationen v; || vo har alltsd den entydiga 16sningen ¢t; = 1, ty = —4.
Linjen ¢ har dérfor riktningsvektorn

vi=t+1,2t-1,t)=(1+1,2-1-1,1)=(2,1,1)

och en ekvation pa parameterform blir

r=1+2t
0 qy=1+t
z =2+t



