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Vi definierar ett reellt tal det A (determinanten av A) for varje kvadratisk
matris A.

Definition 1 (1 x 1-matriser). For A = (a11> definieras det A = aq;.

Geometrisk tolkning: Detta ér “langd med tecken” av kolonnvektorn a; =
(a11), vanlig laingd (utan tecken) &r |a;1| = |det Al.



Definition 2 (2 x 2-matriser). For A = (au a12> definieras
az1 A22

aix; Qa2

det A =

= A11Q22 — A12G21.

ag1 A22

Geometrisk tolkning: Kolonnvektorerna a; = (a11, as;) och ay = (aja, as)
spanner upp ett parallellogram i planet. Enligt anmérkning i Kapitel 5 ges
arean av |ajjage — aj2a91| = |det A|. Alltsé &r det A “area med tecken”, vanlig
area (utan tecken) ges av |det A|.

Definition 3 (Sarrus regel). (Observera: endast for 3 x 3—-matriser) For

aj; a2 dais
A= 921 Q929 Q923 definieras

a31 daz2 a33

11 Qa2 Q13
det A= las1 a2 ag3| = ai1a220a33 + 12023031 + A13021032
a31 a3z 33 — (11023032 — (12021033 — A13022031 -
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Exempel 1.
o+ o+ - - -
1 2 3 1 2 3
123 NN X /S
L5 6= 45 6456
789 7 897778 9

=1-5-94+2-6-7+3-4-8-1-6-8-2-4-9-3-5-7
=45+84+96 —48 — 72 — 105
=0.

Las Exempel 9.1, sida 197.



Geometrisk tolkning: A:s kolonnvektorer

a; = (&11,%1,&31)7 as = (Cl127a227a32)7 az = (CL13,G23,C133)

spanner upp en parallellepiped med volym |(a; X as) - ag| enligt Sats 5.2.
Berakning ger

(31 X 32) -ag = ((an,am,asﬁ X (a12,a22,a32)) : (a137az3,a33)

= (+ ) - (a13, ags, ass)

= (@21&32 - G22G31)Cl13 - (0116132 - a12a31)a23

+ (a11a90 — ajoas;)ass

a1 a1
a1z A2

a21 A31
A22 A32

_ |11 asi

)
Q12 a32

Y

= Q13021032 — Q13022031 — A11A23032 + (12023031
+ @11G22033 — G12G21033
= (11022033 + Q12023031 + A13021032 — (11023032

— Q12021033 — A13A22031

= det A.

Alltsa ar det A “volym med tecken”, vanlig volym (utan tecken) ges av |det A|.

Den geometriska tolkningen ger
Sats: For en 1 x 1—, 2 X 2— eller 3 X 3—-matris galler

det A # 0 <= A:s kolonnvektorer ar en bas.

Kombineras detta med Sats 7.5 erhalls:

‘A inverterbar <= det A # 0‘

Las Exempel 9.2, sida 198 och Exempel 9.3, sida 198-199.

Sats 9.3: Lat A vara en 3 x 3—matris med kolonner A;, Ay och As, dvs.
A= (Al Ay As). Viskriver |[A Ay Ay i stiillet for det A. D galler

(1)

A+ AL Ay A=A A A+

AL Ay Al

Motsvarande galler ocksa for kolonn 2 och 3.

(2)
\AAI Ay Ag\ :A\Al A, A3j

Motsvarande géller ocksa for kolonn 2 och 3.
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(3) Om tva kolonner byter plats sa byter determinanten tecken, t.ex.

N
M1A2A4 :—]AgAgA1

(4) Om A har tva identiska kolonner géller det A = 0, t.ex.

MIAQAJ =0

(5) Om en multipel av en kolonn adderas till en annan kolonn s& dndras
determinanten inte, t.ex.

A
3

AlAzAﬂ::MlAQAm+A3

(6) Determinanten av enhetsmatrisen ar 1, dvs. det | = 1.

Motsvarande géller ocksa for 1 x 1— och 2 x 2—-matriser.

Exempel 2.
—2
1
18 18 1 46
3 —2 3%2.3.13 -1 1
2 0 3 9 0 1
1
1
—11 4 6
6.1 1 -1 1
0 0 1
7 46
6.l 0 -1 1
0 0 1
=6-((=7)-(=1)-14+0+0—-0—0—0)
— 49,

dar vi i néstsista steg har anvant Sarrus regel.

Las Exempel 9.4, sida 201-202 och Exempel 9.5, sida 202.
Sats 9.2: Foren 1 x 1-, 2 x 2— eller 3 x 3-matris A galler det (AT) = det A.
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Bevis. 1 x 1-matriser: Om A = (an) giller AT = A vilket ger det (AT) =
det A.

2 x 2—matriser: Om A = (all a12> galler

a1 Q22
11 a9l
det (A7) = = Q11099 — Q91012 = det A.
( ) a1y Qo 11022 21012
3 x 3—matriser: Las sjalv, sida 199. |

Sats 9.3”: Sats 9.3 galler ocksa om “kolonn” byts till “rad”.

2 3 1
Exempel 3. Ar matrisen A = 5 4 —2/| inverterbar?
-3 -1 3

Losning: Vi har: A inverterbar <= det A # 0. Determinanten blir

2 3 1
detA=| 5 4 =2
-3 -1 3 jl
2 31
@y 31
~3 -1 3

Alltsa ar A inte inverterbar.

Sats 9.4 (Produktregeln): Om A och B adr n x n—matriser, 1 < n < 3,
galler det(AB) = det(A) det(B).

Sats 9.5(i): Om A ar en inverterbar 1 x 1—, 2 x 2— eller 3 x 3—matris géller

det (A1) = s

Bevis: Produktregeln ger

det(A) det (A1) = det (AA™") = det(/) =1

varav det (Afl) = detl(A). [ |



§9.4 Utveckling av determinant efter rad och
kolonn

11 @12 Qi3
Definition 4. Lat A = | ao1 a2 ao3 | vara en 3 x 3—matris. Underdeter-
31 as2 ass
minanten D;; definieras som determinanten av den 2 X 2-matris som fas fran
A genom att ta bort rad ¢ och kolonn j.

Sats 9.6

(1) Lat i =1, 2 eller 3. Da géller (utveckling efter rad 7):

det(A) = (—1)i+1ai1Di1 + (—1)i+2ai2Di2 + (—1)i+3ai3Di3.

(2) Lat j =1, 2 eller 3. Da géller (utveckling efter kolonn j):

det(A) = (—1)1+ja1jD1j + (—1)2+ja2jD2j + (_1>3+ja3jD3j~

1 8 18
Exempel 4. A= [3 —2 3. Enligt Exempel 2 géller det(A) = 42. Vi
2 0 3

kollar detta genom utveckling efter rad 1 och genom utveckling efter kolonn
2.
Utveckling efter rad 1 ger

det(A) = (—1)1+1a11D11 + (_1)1+2@12D12 + (_1)1+3a13D13

= a11 D11 — a12D12 + a13Dq3

2 3 3 3 3 2
:1" 0 3_8"2 3“8"2 o’
—1-(—6)—8-3+18-4
— 624472
— 2.



Utveckling efter kolonn 2 ger

det(A) = (—1)'"2a12D15 + (—1)* a9, Doy + (—1)* a3y D3y
= —a12D12 + aa Doy — aza D3y

SREVE.

= -8.3-2.(=33)-0

= —24 + 66

=42.

:_8.‘

—0-‘1 18‘

3 3

Las sjalv Exempel 9.6, sida 205 och Exempel 9.7, sida 206. Adjunkt, sida
207-209 ingar inte. §9.5 Cramers regel ingar inte.

§9.8-9.9 Determinanter av hogre ordning

Definition 5. Om A ar en n X n—matris, dr det A summan av alla mojliga
produkter av n matriselement med ett fran varje rad och ett fran varje kolonn
med “passande” tecken.

Exempel 5. n = 2: Det finns 2 -1 = 2 produkter (1 med “4+” och 1 med
ann a2

= a1 22
n = 3: Det finns 3-2 -1 = 6 produkter (3 med “+” och 3 med “—7"), Sarrus

regel.

n = 4: Det finns 4 -3 -2 -1 = 24 produkter (12 med “+” och 12 med “—"),
Sarrus regel galler inte for n > 4.

= a11G22 — A120G21.

Sats: Alla tidigare satser (mer precist Sats 9.2, 9.3, 9.3’, 9.4, 9.5 och 9.6) om
determinanter av 1 x 1-, 2 X 2— och 3 x 3—matriser géller ocksa for n x n—
matriser, n > 4.

Bevis: Ingar inte. u

Exempel 6. Determinanten av matrisen

24 0 3

13 -1 2

A= 12 1 2
-1 1 =2 -1



kan berdknas m.h.a. utveckling langs rad 1:

det A=
3 -1 2 1 -1 2 1 3 2 1 3 —1
2-12 1 20—4 - 1 1 20+0-] 1 2 2l—3-1 1 2 1| =
1 -2 -1 -1 -2 -1 -1 1 -1 -1 1 —

...... —2.(=5)—4-2+0—3-(=5) = —3.

Oftast ar det dock snabbare att utféra rad-/kolonnoperationer innan deter-
minanten utvecklas. Las sjalv Exempel 9.16, sida 219-220 och Exempel 9.17,
sida 220.

§9.6 Huvudsatsen

Sats 9.9 (Huvudsatsen): Lat A vara en n X n—matris. Da ar f6ljande villkor
ekvivalenta:

1) det A # 0.
2) A:s kolonnvektorer ar en bas i R™.
A:s radvektorer ar en bas i R™.

4) Ekvationssystemet AX = 0 har endast 16sningen X = 0.

(
(
(3
(
(

(5’) Ekvationssystemet AX = Y ar entydigt 16sbart for alla Y.

)
)
)
5) Ekvationssystemet AX = Y ar losbart for alla Y.
)
(6) A ar inverterbar.

)

(7) Den linjara avbildningen F': R® — R™ med avbildningsmatris A ar bi-
jektiv.

Las Exempel 9.10-9.11, sida 213.

Sats 9.10: Lat A vara en n X n—matris.

Homogena systemet AX = 0 | Generella systemet AX =Y
det A# 0 | Endast 16sningen X = 0 Entydig 16sning for alla Y
det A=0 | Oandligt manga losningar | Losning saknas eller oand-
(=parameterlosning) ligt manga losningar (bero-
ende pa Y). Bada fall kan fo-
rekomma.




Exempel 7. Bestam for varje viarde pa a antalet losningar till ekvationssy-
stemet

r +2y +3z = a

r +2y +az = 2

r +ay +3z = 2.

Losning: Koefficientmatrisen A har determinant

1 2 3 -1 9-1
detA=1|1 2 a ]

1 a 3
1 2 3

=0 0 a—3| (utveckling efter kolonn 1)
0 a—2 0

0 a-3
= —(a—2)(a—3).

Alltsa galler det A =0 <= a = 2 eller a = 3. Vi delar i tre fall:
a # 2 och a # 3: det A # 0, entydig l6sning enligt Huvudsatsen.

a = 2: Ingen eller odndligt manga l6sningar enligt Huvudsatsen. Gausselimi-
nation ger

r +2y 43z = 2 -1 9-1 @ +2y +3z = 2
r 2y +2z = 2 1 = = 0
2

r +2y +3z = 0 =0

Vi far en parameterlosning: z = 0, y = ¢, x = 2 — 2¢. Vi far alltsa oandligt
ménga losningar och 16sningsméngden blir en linje (z,y,2) = (2 — 2t,t,0),
teR.

a = 3: Ingen eller oandligt manga l6sningar enligt Huvudsatsen. Gausselimi-
nation ger

r +2y +3z = 3 -1 7-1 @ +2y +3z = 3
r 2y +3z = 2 J = 0 = -1
r 3y +3z = 2 Yy = —1

Losning saknas alltsa.

Samlat galler:



o a ¢ {2,3}: Entydig l6sning.
e a = 2: Oandligt manga losningar.

e a = 3: Losning saknas.

9.7 Determinanter och linjara avbildningar

Sats: Lat F': R?> — R? vara en linjar avbildning med avbildningsmatris A.
Lat € vara en “tillrickligt bra” delméngd av R2?. D& galler

Area(F(Q2)) = |det A| - Area(€2).

T2 F Y2

Motsvarande géller ocksd i dimension 3: Lat F: R® — R3 vara en linjar
avbildning med avbildningsmatris A och 1at € vara en delmingd av R3. D&

géller
Volym(F(€2)) = |det A| - Volym(€2).

Exempel 8 (Ellipsens area). Vi berdknar arean av en ellipsskiva £ med
halvaxlarna a och b. Ekvationen for E ar

2 2
@t 5
a? b2

Lat F: R? — R? vara avbildningen F(z1,72) = (y1,vs) = (%, %) Da ar F
linjar med avbildningsmatris

Da y; = & och y, = 22 giller y7 + y5 = 1, dvs. F(E) = enhetscirkelskivan.
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Vi har Area(F(FE)) = |det A| - Area(E) vilket ger

Area(F(E))  Area(enhetscirkelskivan) - 12
Area(FE) = et A = T l’ = = mab.

a b
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