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Kapitel 8: Linjara avbildningar
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Matrix transform (xked comic #184). “In fact, draw all your rotational ma-
trices sideways. Your professors will love it! And then they’ll go home and
shrink.”

Definition 1. Lat N och M vara méngder. En funktion f: N — M &r en
regel som till varje z € N ordnar ett element y € M. Vi skriver y = f(x)
och sager att y dar bilden av x.

N

Analys 1 och 2 handlar om reella funktioner (ddr N och M &r delméngder
av R), t.ex. f(z) = €%, f(z) = In(x),....

I linjar algebra studeras linjdra avbildningar (=funktioner) F': R™ — R™.



Exempel 1. Lat F: R? — R3 F(xy,25) = (21 + 229, 221 + To, 271 — 372).
1+ 229

Med X = <x1> och Y =|2xy+ x| géller
2 2I1 - 3[[’2
xr, + 2[E2 1 2 1 2
Y=|20+ 20| =12 1 <x1>—AX,dérA— 2 1
2, — 34 9 —3) \"™2 2 -3

“F kan skrivas pa matrisform.”

Exempel 2. Lit G: R? — R?, G(zy,79) = (221, z3). D4 finns ingen konstant

. ailr aig o
matris A = sa att
ag1 A2

Yy — (21’21> _ <a11 CL12> <$1> — AX
x5 Q21 Qo2 ) \ T2

T . . o .
). “G kan inte skrivas pa matrisform.”

X2

for alla X = <

Las sjalv Exempel 8.1, sida 158-159.

Definition 2. Avbildningen F': R” — R™ &r linjdr om det for alla vektorer
u,v € R” och alla reella tal A\ géller

Fu+v)=F(u)+ F(v) och F(Au) = AF(u).
(“F bevarar vektorsummor och skaldrmultiplar”).

Anméirkning: Om F: R"” — R™ ar linjar ar F(0)+F(0) = F(0+0)
vilket ger F'(0) = 0. Om en avbildning F': R™ — R™ inte uppfyller F'
ar F allts inte linjar. (A andra sidan géller det inte att om F(0) =
F' linjar, jmf. avbildningen G fran Exempel 4 nedan).

7(0)
=0

0)
da ar

Exempel 3 (Exempel 1 igen). Lat
F:R? - R3, F(x1,29) = (21 4 229, 221 + X9, 221 — 319),
u = (uy,uz) och v = (vy,v9). Da géller

F(u) + F(v) = F(uy,us) + F(vy,v9) =
(Ul -+ 2U2, 2U1 -+ Ua, 2U1 — 3U2) + (U1 -+ 21)2, 2’01 + Vo, 2’01 — 3U2) =
(u1 + 2ug + v1 + 209, 2uy + us + 201 + Vo, 2uy — 3ug + 2v1 — 3v),



och

Flu+v)=F ((u1,u2) + (v1,v2)) = F(uy + vy, us + v9) =
(1 + v1 4+ 2(ug + v2), 2(u1 + v1) + ug + v2, 2(ur + v1) — 3(uz + v2)) =
(Ul + v + QUQ + 21)2, 2'LL1 -+ 2'1}1 “+ ug + Vg, 2u1 + 2’[}1 — 3U2 — 3’02),

dvs. F(u) + F(v) = F(u+ v). Dessutom ar

F(AU) =F (/\(ul,UQ)) = F()\Ul, /\UQ)
= ()\Ul + 2)\’&2, 2)\11,1 + )\'Ll,z7 2)\'&1 — 3)\U2),

och

AF(u) = Mug + 2ug, 2uq + ug, 2u; — 3us)
= ()\(Ul -+ 2U2), )\(2'&1 + UQ), )\(2/&1 — 3UQ))
= ()\Ul + 2)\U2, 2)\U1 + )\Ug, 2)\U1 - 3)\U2),

dvs. F(Au) = AF(u). Alltsa ar F' linjar.

Exempel 4 (Exempel 2 igen). Lat G: R? — R? G(z1,12) = (271, 23). Da
galler t.ex.

G (3(0,1)) = G(0,3) = (2-0,3%) = (0,9)
3G(0,1) =3(2-0,1%) = 3(0,1) = (0,3)

dvs. G (3(0,1)) # 3G(0,1). Alltsa ar G inte linjar.

Sats 8.1(i): Lat F': R” — R™ vara en avbildning, y = F(x). Lat X och Y
vara kolonnmatriserna motsvarande x och y respektive. Da géller

F' ar linjir <= Det finns en m X n—matris A sa att Y = AX.

Anmairkning: A ar entydigt bestdmd om den finns, dvs. om F' &r linjér, jmf.
Sats 8.1(ii) nedan. Denna matris kallas avbildningsmatrisen for F.

Exempel 5 (Exempel 1&2 igen). F' kan skrivas pa matrisform, s F ar linjér
enligt Sats 8.1(i). Vi ser aven att F' har avbildningsmatrisen

G kan inte skrivas pa matrisform, sa enligt Sats 8.1(i) &r G inte linjar.
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Ortogonal projektion och spegling

Exempel 6. Lat ¢ vara linjen genom O: (0,0) med riktningsvektor v =
(2,—1). Lat F: R* — R? vara ortogonal projektion pa ¢ och G: R? — R?
vara spegling i £. Vi bevisar att F' och G ar linjara och berdknar avbildnings-
matriserna.

Lat P: (x1,2y) vara en godtycklig punkt. Lat @ = F(P) beteckna projektio-
nen av P och S = G(P) vara spegelbilden av P.

)

varav F(z1,3) = +(4@) — 229, =221 + 2). D&

4

2
. o R : L[ 4
ar F'linjar med avbildningsmatrisen A = =9

ren att

0% = OP + 2P0
:(ﬁm(cﬁ—?ﬁ)
_ _0P+200

= —(1'171'2) + % (41’1 — 2332, —2%1 + 513'2)
= % (31’1 - 4272, —41’1 - 3$2) s



varav G(xy,z3) = % (3x1 — 4ay, —4x1 — 325). DA

1 31’1 - 4?[72 i 1 3 —4 T

5 —4£L‘1 - 3[[)2 - 5 -4 -3 T
. e _— . 1/ 3 —4
ar GG linjar med avbildningsmatrisen B = ly 3/

Las sjalv Exempel 8.2, sida 159-160 och Exempel 8.3, sida 160-161.

Sats: Ortogonal projektion pa en linje i planet/en linje i rummet/ett plan i
rummet genom O ar linjara avbildningar. Detsamma galler for spegling.

Direkt bestamning av avbildningsmatriser

Sats 8.1(ii): Anta att F': R™ — R™ &r en linjar avbildning med avbildnings-
matris A. Da ges A:s kolonnvektorer av

F(1,0,...,0), F(0,1,0,...,0), ..., F(0,...,0,1)

respektive. Speciellt ar A entydigt bestamd.

Anmairkning: Sats 8.1(ii) kan endast anviandas om vi redan vet att F' &r
linjér.

Exempel 7 (Exempel 1 igen). Enligt Exempel 3 4r avbildningen
F: Rz —>R3, F(l’l,wg) = ($1+2I’2,2(E1 +l‘2,2.1'1 —31'2)
linjar. Da

F(1,0)=(1+2-0,2-140,2-1-3-0) = (1,2,2),
FO,1)=(0+2-1,2-04+1,2-0-3-1) = (2,1,-3)

ar avbildningsmatrisen alltsa

1 2
A=1[(2 1
2 =3



Rotation

Sats: Avbildningen F': R? — R? som ges av rotation vinkel § moturs kring

cos(6) —Siﬂ(@))
sin(f)  cos(9) )’

Bevis: Figurerna nedan visar att F' ar linjar.

O ar linjar med avbildningsmatrisen <

Flu+v)=F(u)+ F(v)

Vi kan nu bestdmma avbildningsmatrisen for /' mha. Sats 8.1(ii). Lat e; =
(1,0), e; = (0,1) vara standardbasen for R

Y
F(ey), fe:
o F(e1)
cos@ 1 N2 ' sin(0)
. 3 0 : \"-: .
sin(#) cos(f) €




Figuren ger F'(e;) = (cos(f),sin(d)) och

F(ep) = (cos (0 + ;T) ,sin (6 + g)) = (—sin(#), cos(9)) .
Avbildningsmatrisen blir alltsa

A= () )

Snedd projektion (projektion lings en linje)

Exempel 8 (Exempel 8.9, sida 171). Vi berdknar skuggbilden av punkten
P: (x1,29,x3) pd markens plan m: x — 2y + 2z = 0. Solens riktning ges av
vektorn v = (3,1, —1).

Losning: Da solen ar langt borta kan vi anta att alla stralar fran solen ar
parallella och har riktning v (4ven om detta inte syns pa figuren!).

Markens plan m




Lat Q: (y1,ys,ys) vara skuggbilden av P och definiera F': R® — R3 genom
F(P) = @. Skuggbilden @ ges som skdrningen mellan planet 7 och linjen ¢
genom P: (x,x9, x3) med riktningsvektor v = (3,1, —1).

$:$1+3t
:qy=x0+ ¢

z2=x3—

Skarningen mellan 7 och ¢ erhélls genom insdttning av ¢:s ekvation i 7:s
ekvation

r—2y+2:=0<= (r1+3t) —2(xa +t)+2(x3—t) =0
< x1+3t—219—2t+ 223 —2t =0
< x1 — 2002+ 223—t=0
<t =x; — 219 + 223.

Inséttning av detta t—vérde i £:s ekvation ger

y1=x1+3t =z +3(x; — 209+ 2x3) = 4dxr; —6xy +6x3
y2:$2+ t = Ty + ZE1—2!E2+2$3 = r1T — X9 —|—2$3
Ys = T3 — t = X3 — (I1—2Z‘2+2$3) = — I +2.T2 — I3,
dvs.

U1 4 —6 6 X1

wl=1 1 -1 2|]|n

Ys 12 —1) s

A

Sats 8.1(i) ger da att F' ar linjar med 3 x 3—matrisen A ovan som avbildnings-
matris.
§8.4 Sammansattning och invers avbildning

Definition 3. Lat f: N — M vara en avbildning. Virdemdngden V; bestar
av alla y € M som é&r bild av nagot x € N.



Vihar alltsa Vy = {y € M | y = f(z) for nagot x € N}. Det géller V; C M,
dvs. V; ar en delméngd av M.

Exempel 9. Lt f: R - R, f(z) =3z och g: R — R, g(z) = z%. D4 giller
Vi =R och V, = [0, 00].

For en linjar avbildning F': R™ — R™ med avbildningsmatris A galler

Ve ={y e R" | y = F(x) for nagot x}
— [y €R™ | Y = AX for nigot X}
={y € R™ | Y = AX éar losbar}.

Exempel 10 (Exempel 6 igen). Lat F': R? — R? och G: R* — R? ortogonal
projektion pa och spegling i linjen ¢ genom (0,0) med riktningsvektor v =
(2,—1). Bestdm Vp och V4.

Losning: Enligt Exempel 6 ér F' och G linjira med avbildningsmatriserna

1 — 1 —
A== (_4 2) och B= - (_3 —§> respektive. Gausselimination ger

5 2 1 5 4
4 2 1
5r1 —El2 = U1 2
AX =Y — 3 ?
{—?wl —|—%l’2 = Y2 J
2 _
—sl2 = 191
0 = sy +u

Alltsa géller:

(y1,92) € Vp <= AX = Y ér losbar <= 0 = %y1+y2 < 1y + 2y, = 0.



Detta ar ekvationen for ¢ (kolla sjélv), si Ve = £. For avbildningen G ger
Gausselimination

BX:Y<=>{ N M W
- 2

4

= 3 e

D4 detta ekvationssystem ér 16sbart for alla (y1,y2) giller alltsd Vg = R2.

Observera att i efterklokhetens outhérdligt blandande ljus ar det uppen-
bart att Ve = £ och Vg = R? (ténk efter!).

Definition 4. Lat g: P — N och f: N — M vara avbildningar. Den sam-
mansatta avbildningen fog: P — M ges av (f o g)(z) = f(g(x)) for = € P.

fog

Sats 8.4: Lat G: RP — R" och F: R" — R™ vara linjara avbildningar med
avbildningsmatriserna B och A respektive. Da é&r FloG: R? — R™ linjar med
avbildningsmatris AB.

10



Bevis: Lat x e R?, y = G(x) € R" och z = F(y) € R™. Vi har da
(FoG)(x) = F(G(x)) = F(y) = 2. (1)

Lat X, Y och Z vara kolonnmatriserna motsvarande x, y och z respektive.
Ekvationen y = G(x) ger Y = BX och ekvationen z = F(y) ger Z = AY. Vi
har da

(AB)X = A(BX) = AY = Z. (2)
Jamforelse av (1), (2) och Sats 8.1(i) visar da att F o G &r linjar med avbild-
ningsmatris AB. |

Anmairkning: Den avbildning/matris som anvéinds forst star till hoger. I
ord sédger Sats 8.4 att

Avbildningsmatrisen fér F o G =
(Avbildningsmatrisen for F') - (Avbildningsmatrisen for G).

Exempel 11. Lit F': R? — R? vara rotation vinkel # moturs kring O och
G: R? — R? vara spegling i zo-axeln. Bestim avbildningsmatriserna for
avbildningerna som ges av

(i) Forst spegling, sedan rotation.

(ii) Forst rotation, sedan spegling.
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Losning: F' ar linjar med avbildningsmatris A = <

cos(6) —sin(@))
sin(d)  cos(6) )’

G(l’l, .1’2) T

.
!
|
|
—I sl

Figuren visar att G(z1,x2) = (—x1, 22). Pa kolonnform fas

()= ) ().

sa G ar linjar med avbildningsmatris B = ( 01

). Sats 8.4 ger att
(i) Forst spegling, sedan rotation: F' o G har avbildningsmatris
AB — cos(d) —sin(@)) (—1 0\ [—cos(d) —sin(0)
~ \sin(d)  cos(6) 0 1) \—sin(d) cos(d))"
(ii) Forst rotation, sedan spegling: G o F' har avbildningsmatris
BA —1 0\ (cos(d) —sin(f)\ [—cos(d) sin(h)
V0 1) \sin(d) cos(f)) \ sin(f) cos(d))"
Hérav ses att om sin(f) # 0 (dvs. om 0 # kn, k € Z), giller FoG # Go F

ty AB # BA.

Exempel 12 (Exempel 6 igen). Lat ¢ vara linjen genom O: (0,0) med rikt-
ningsvektor v = (2, —1). Lat F': R? — R? vara ortogonal projektion pa ¢ och
G: R? — R? vara spegling i £. D& géller

1) F'oF = F: Forst projektion, sedan projektion ar samma som projektion.

2) FoG = F: Forst spegling, sedan projektion é&r samma som projektion.

(1)
(2)
(3) G o F = F: Forst projektion, sedan spegling &r samma som projektion.
(4)

G o G = 1Id: Forst spegling, sedan spegling ger samma som vi borjade
med.
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Har ar Id: R? — R? identitetsavbildningen, 1d(x1, z2) = (21, 23). Denna har

avbildningsmatrisen | = <1 0), ty [/ <$1> = <x1> Avbildningsmatriserna
01 i) i)

. . 1 4 =2 1 3
forF’ochGarA_g_2 1>ochB_5<_4

Sats 8.4 géller alltsa (kolla sjélv!)

:g) respektive. Enligt

1) AA=Aty FoF =F.

3

(1)

(2) AB=Aty FoG=F.
(3) BA=Aty GoF = F.
(4)

4) BB=1Ity GoG =Id.

Definition 5. Lat f: N — M vara en avbildning. Om det for varje y € M
finns precis ett x € N sa att f(x) = y kallas f bijektiv. I detta fall &r inversen
till f avbildningen f~': M — N, f~1(y) = x, dir * € N &r det entydigt
bestamda element sa att f(z) = y.

Sats 8.5: Lat F': R" — R™ vara en linjir avbildning med avbildningsmatris
A. Da galler

F ar bijektiv <= A &r inverterbar (speciellt géller n = m).

I detta fall & F~! linjir med avbildningsmatris A=

Exempel 13 (Exempel 6 igen). Lat ¢ vara linjen genom O: (0,0) med rikt-
ningsvektor v = (2, —1). Lat F': R? — R? vara ortogonal projektion p& ¢ och
G': R? — R? vara spegling i /.

For F' géller

Ve = # R?* = F &r inte bijektiv = A &r inte inverterbar.
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determinant

: _ o : 14 =2\ [4s =2
Vi kollar detta: Avbildningsmatrisen A = = ( ) = (_2 1) > har
0

och ar darfor ¢nte inverterbar.

Avbildningen G ér klart bijektiv med inversen G~ = G. Alltsd ar avbild-

1 —
ningsmatrisen B = = <_i _g) inverterbar med inversen B~! = B (kolla

sjalv detta).

14



