Linjar Algebra 2026

Kasper K. S. Andersen
8 maj 2026

Kapitel 7: Matriser
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“Unfortunately, no one can be told what The Matrix is. You’ll have to see it
for yourself.”



Definition 1. En matris ér ett rektangulart talschema, t.ex.

A= ( 12 7T> 2 rader, 3 kolonner: 2 X 3—matris

-7 8 9
Allmant:
a1 a1 ... ... Qip
921 Ao ... ... Qop )
A= . . ) ) . m rader, n kolonner: m X n—matris
Am1 Am2 -+ .. Qmp

Matriselementet a;; finns pa plats (4, j), dvs. rad 4, kolonn j.

Specialfall
e Radmatris: 1 X n—matris, A = (an aig ... am)-
an
. . az1
o Kolonnmatris: m X 1-matris, A = .
Qm1

o Kuvadratisk matris: n X n—matris (dvs. m = n),

ai;pr a2 ... QAip

a21 Q29 ... Q9
A= ]

Ap1 Ap2 ... QApp

Definition 2 (Addition av matriser). Om matriserna har samma storlek:
Addition plats for plats, t.ex.

123\ (7 8 a\_ (147 248 3+n

45 6) 7 \10 11 12) ~ {4410 5411 6+12
(8 10 3+
“\14 16 18

Om A och B inte har samma storlek ar A 4+ B odefinierad.



Definition 3 (Multiplikation med skaldr). Multiplikation plats for plats,
t.ex.
5(1 2 3):<5-1 5-3>:<5 10 15)
4 5 6 5-4 5-6 20 25 30

Definition 4 (Matrismultiplikation). Lat A och B vara matriser. Produkt-
matrisen AB har pa plats (i, j) skalarprodukten av rad i fran A och kolonn
j fran B.

B: n rader,

by,

3
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Cij . Cip
i
am1 . Amk c. Amn Cm1 ce Cmk Ce Cmp
A: m rader, n kolonner C = AB: m rader,

Detta fungerar endast om

| Antalet kolonner i A = Antalet rader i B|




mXn nXxX — m X
S~ —— ——
A B AB

Om antalet kolonner i A inte dr samma som antalet rader i B ar AB odefini-
erad.

1 2 1 92 1 8
Exempel 1. Om A= |3 4 octh(O 3> giller AB= |3 181[:
5 6 5 28
B: 2x
1 2
0 3
12 1-1+2-0 1-2+2-3 1 8
3 4 3-1+4-0 3-2+4-3 = 3 18
5 6 5:14+6-0 5-2+46-3 5 28

A:3x2

Varningar. “AB # BA”:

(1) A 3 x 2-matris, B 2 x 4-matris: AB 3 x 4-matris, BA odefinierad (AB
finns, BA finns inte).

(2) A3 x2-matris, B 2 x 3-matris: AB 3 x 3—matris, BA 2 x 2-matris (bada
AB och BA finns men har olika storlek).

(3) Om A = @ :§> och B = G }) géller

00 . 5 =5
AB = (0 O) = 0 (nollmatrisen) och BA = (5 _5> .

Alltsa finns bada AB och BA och dessa har samma storlek, men dnda
géller AB # BA. Vi har é&ven AB = 0 men A # 0 och B # 0!

(4) Om A = (2 ;), B = <g _i) och C = (é g) galler

18 2
AB—<36 4)-AC.

Alltsé ar AB = AC aven om B # C (man kan inte “dela med A pa bada
sidor av ekvationen”).



Raknelagar

Sats 7.1 Om A, B och C ar matriser (av passande storlek) och A, p ar reella
tal galler:

1) A+B=B+A A+ (B+C)=(A+B)+C,A+0=A A+ (-1)A=0.
2) MuA)= (M)A, 1-A=A0-A=0,\0=0.
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(1)

(2)

(3) (A +p)A= A+ uA, MA+ B) = M+ AB.

(4) A(BC) = (AB)C, A(B + C) = AB + AC, (A+ B)C = AC + BC.
(5)

5) (AA)B = A(AB) = A(AB) (finns inte i boken!)

Bevis: Las sjalv, sida 121-122. |

§7.3 Transponering

Definition 5. Om A ir en m x n-matris ar den transponerade matrisen AT
den n x m-matris som fis genom att ta A:s kolonner som raderna i AT.

1 2 3 L4
Exempel 2. Om A= ar AT=12 5].
4 5 6 3 6

Anmirkning: Om A ir kvadratisk fas AT genom spegling i huvuddiagonalen

a1; Q21 Qn1

Q12 A22 :
AT =

A1n Apn

Definition 6. En matris A ir symmetrisk om AT = A. (Observera att om A
ar symmetrisk maste A vara kvadratisk.)

Exempel 3.

(@) BTSN GV]
e '

6
1| ar symmetrisk, <(1) 1) ar inte symmetrisk.
9



Sats 7.2 (Réknelagar) Om A och B dr matriser och A ar ett reellt tal
galler:

Bevis: Las sjalv, sida 124. |

§7.4 Matriser och linjara ekvationssystem
Exempel 4. Ekvationssystemet

T +21’2 — I3 = 3
r1 — T9 +2$3 = 6

kan skrivas pa flera olika sitt:

Matrisform: (1 2 _1)

Kolonnform: T1 G) + x5 (_?) + x3 <_é> =

Vektorform: x1(1,1) + 22(2, —1) + 23(—1,2) = (3,6)

Allmént galler

anry +... +apT, = Y
anry +... FappTyp = Yo
. —
Am1T1 + ... FAmnTn = Ym
air ... Qip 15 U1
AX =Y dar A= X = : och Y = : <=
aAmil -+ Qmn Tn Ym



a1 Q12 Q1n

. ag1 Qo2 A2n
$1A1+...+ann:YdarA1: . ,AQZ . ,...,An:
Am1 Am?2 Qmn
W
ar A:s kolonneroch Y = | | | <
Ym
ria; +xr9a0 + ... +xxa, = Yy dar a; = (an,agl,...,aml),...,
a, = (a1, Gon, - - -, Ay ) ar Ais kolonnvektorer och y = (y1, ..., Ym)

(dessa ér vektorer i R™).

Bassatsen (Sats 6.3(ii)): Lat ay,...,a, vara n stycken vektorer i R". Da
giller (a) <= (b) <= (c) dar

(a) ai,...,a, ar en basi R", dvs. varje vektor y i R” kan skrivas pa formen
y = x1a; + 2283 + ... + x4, for entydigt bestimda reella tal x4, ..., z,.

(b) ay,...,a, ar linjdrt oberoende, dvs. ekvationen xia; +zras+. ..+ x,a, =
0 har endast den triviala 16sningen z; = ... =z, = 0.

(¢) ay,...,a, spanner upp R™, dvs. varje vektor y kan skrivas pa formen
y = x1a; + 2283 + ... + x,a, fOr nagra reella tal x4, ..., x,.

Sats 7.3: For en kvadratisk matris A géller (a) <= (b) <= (c) dar
(a) A:s kolonnvektorer ar en bas.
(b) Ekvationen AX = 0 har endast den triviala l6sningen X = 0.

(c¢) Ekvationen AX =Y é&r losbar for alla Y.

Bevis: Skriv matrisekvationerna pa vektorform och anviand Bassatsen. Lés
sjalv, sida 127. ]



-5 3
2 -1

(a) och (c): Gausselimination ger

Exempel 5. Lat A = ( > Vi kollar villkoren i Sats 7.3.

—5 3, — 2
AX:Y<:>{ TLoher2 = ]

201 — way = Yo

TE PR
<~ 9
= N1ty

Atersubstitution ger en entydig 16sning for alla Y.

(b): Berdkningarna ovan med Y = <8> ger

AX =Y <

—5ZE1 +3l’2 = 0 % —|—3l’2 =0
{2!E1—ZE2:OJ<:,>{ :0

@é{mzo — X = 0.
1’220

Alltsa har AX = 0 endast den triviala 16sningen X = 0.

§7.5 Invers matris

Definition 7. En enhetsmatris ar en kvadratisk matris av formen

1 0 0
|0

o

0 0 1

dvs. 1 i huvuddiagonalen och 0 pa alla andra platser.

Anmarkning: / ar alltid kvadratisk, storleken anpassas efter situationen.

Exempel 6.
1 00
/= (). /:(é ?) =01 0]
— 0 01
1x1 —/—2><2

3x3



Sats: Om A ar en matris géller JA = A och Al = A.

. 1 2 3\ .
Exempel 7. For A = (4 5 6) galler

1 0y(1 2 3
a=(o ) (s )

I
N
B =
(G20 \V]
S W
N———

I
>

Definition 8. Lat A vara en n x n-matris (kvadratisk). Om det finns en
n X n—matris B sa att AB = | och BA = | kallas A inverterbar och B kallas
A:s invers.

Lemma 7.2: Om A ér inverterbar, d& &r inversen entydigt bestamd.

Bevis: Anta att bada B och C ar inverser till A, dvs. det géller att
AB=BA=1och AC=CA=1.

Men d& ar

B=Bl=B(AC)=(BAC=IC=C. B

Notation: Om A ar inverterbar skrivs A~! for inversen till A.

-5 3 1 3\ .
Exempel 8. Med A = ( 9 _1) och B = (2 5) galler

a7 5) (2= 0) -+
w93 %))

Alltsa ar A inverterbar med inversen A~! = B.

Las sjalv Exempel 7.4, sida 130.

Sats: For 2 x 2-matriser géller

A= <CCL Z) ar inverterbar <= ad — bc # 0.

9



I detta fall ar A~ = —L ( d _b> .
ad=bc \ —¢ g

Anmairkning: Talet ad — bc = Z ‘ kallas A:s determinant. Vi aterviander

d
till determinanter i Kapitel 9.

)

Exempel 9. Matrisen A = < 9

_31> ar inverterbar da

B

s 4= (5) (1) =3-2=5-6=—-1#0.

Inversen blir A~ = L, (:; :g) = (; g) (jmf. Exempel 8).

Sats 7.4: Om A och B ar inverterbara matriser med samma storlek, da ar
A~1 AT och AB inverterbara med inverserna

(1) (A7) =4
2) (A7) "= (A7)
(3) (AB) "' =B AL,
Bevis: Lis sjilv, sida 130-131. Vi bevisar (3):
(AB) (B™'A™!) = A (B (BlAl)) = A ((381) A1>
—A (/A—l) — AATL = |,
(B'A™) (AB) = B~ (A" (AB)) = B! ((A—lA) B)
=B ' (IB)=B"'B=1.

Las sjalv Exempel 7.5, sida 131.

Om A ar inverterbar kan man l6sa det linjara ekvationssystemet AX = Y
AX=Y <= A AX) =AY = X =AY

ty A7H(AX) = (ATTA) X = IX = X.

Sats 7.5: For en kvadratisk matris A giller (a) <= (b) <= (¢) <= (d) dar

10



(a) A:s kolonnvektorer ar en bas.
(b) Ekvationen AX = 0 har endast den triviala l6sningen X = 0.
(c) Ekvationen AX =Y é&r losbar for alla Y.

(d) A ar inverterbar.

Bevis: (a) <= (b) <= (c) ar Sats 7.3 ovan. Vi har just sett att (d) = (c).
Beviset for (¢) = (d) ingar inte. |

Vi vet alltsa att

‘AX = Y ér losbart for alla Y = A ir inverterbar och X = A™'Y

-5 3

9 _1> om den finns.

Exempel 10. Bestam inversen till A = (

Losning: Gausselimination ger

21’1 — X9 =

— = 2 (.1
AX — Y — { 5(1:1 +3x2 yl 35 ( 5) “—
Y2

@ —572 = —3un i @ = oy 3y
= iy Aty s (D) @) = 2y +5y
Vi har alltsa

(5= ()= ()= ) ()

AX=Y X=A-1Yy

Viser att AX = Y ar losbart {6r alla Y. Darfor ar A inverterbar med inversen

2 5
Anmirkning: Kolla alltid att AA™" =/ (och att A™'A = /).
Las sjalv Exempel 7.6, sida 134-135.

Al = (1 3) (jmf. Exempel 8 och Exempel 9).

—6 3
9 _1> om den finns.

Exempel 11. Bestdm inversen till A = (

11



Losning: Gausselimination ger

_ — 1
AX = Y { I S
Y2

21’1 — X9 =
35, =
—
{ 0 = 30 +u

dvs. AX = Y ar losbart <= %yl + 1y = 0. Alltsa &r AX = Y inte losbart for
alla Y, sa A ar inte inverterbar.

Alternativ metod (A ar en 2 x 2-matris): Determinanten &r

-6 3
2 -1

|:(—6)-(—1)—3-2:6—6:0

sa A ar inte inverterbar.

Lés sjalv Exempel 7.7, sida 135 och Anmaéarkningar, sida 135-136. §7.6-§7.7

ingar inte.
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