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Kapitel 6: Rummet R”

Om man har valt en bas for vektorerna i rummet anvinder vi taltriplar
(21,9, x3) 1 stallet for vektorer. Rékneoperationerna ges av

(1,2, 23) + (Y1, Y2, y3) = (T1 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3),

)\(le'l, Ta, .CCg) = ()\le'l, )\Z'Q, )\373)

Definition 1. R” dr méngden av alla n—tupler (z1, s, ...,x,) av reella tal.
Rékneoperationerna definieras av

(1,22, .., 2n) + (Y1, Y2, Un) = (@1 + Y1, T2 + Yo, ..., Tn + Un),
Mx1, T, .oy xy) = (A1, AT, .., ATy).

En n—tupel (z1, s, ..., x,) skrivs som x och kallas en vektoriR™. Nollvektorn
ar 0= (0,0,...,0).

Sats 6.1. Raknelagarna i R” 4r de samma som for geometriska vektorer (Sats
2.1, sida 23): For vektorer x, y, z och reella tal A, u géller raknelagarna

e X+y=Y+X,

« (x+y)tz=x+(y+2),
e X+ 0=x,

¢ x4 (~1)%) =0,

o« Apx) = (Ap)x,

o (A4 p)x=Ax+px och
e AMx+y)=Ax+\y.

Las sjalv Exempel 6.1, sida 98.



§6.2 Bas i R”

Begreppen linjdrt beroende/oberoende definieras ordagrant som for geomet-
riska vektorer:

Definition 2. Vektorerna u;, uy, ..., u, kallas linjirt oberoende om ekvatio-
nen
/\1111+/\2LI2+...+)\p11p:0

endast har triviella 16sningen A\; = Xy = ... = A, = 0. Annars kallas
up, Uy, ..., u, linjart beroende.
Definition 3. Vektorerna uy, us,. .., u, sigs spinna upp R" om varje vektor

y kan skrivas pa formen y = A\ju; + Aup + ... + A,u, for passande val av
koefficienter Ai, Ao, ..., A,

Definition 4. Vektorerna uy, uy,...,u, kallas en bas i R" om varje vektor y
kan skrivas pa formen y = A\ju; +Aus+. ..+ A,u, med entydigt bestamda
koefficienter A1, Ao, ..., A,. I detta fall kallas A\, Mg, ..., A, fOr y:s koordinater
med avseende pa basen up, ug, ..., u,.

Sagt annorlunda géaller

ar linjart oberoende/
Vektorerna uy, ..., u,{ spanner upp R"/ om
ar en bas i R”

hogst/
y = A\ugp + Agug + ... + A\pu, har ¢ minst/ » en l6sning for alla y i R”
precis

Exempel 1. Enligt forelasningsanteckningarna (Kapitel 2, Exempel 7) &r
vektorerna u; = (—5,2) och up = (3, —1) linjért oberoende. Spanner de upp
R2? Utgor de en bas for R2?

Losning: Vi betraktar ekvationen

)\1111 + )\2112 =Yy (1)



dér y = (1, y2). Berdkning ger
AUy + Agug = y — )\1(—5, 2) + )\2(3, —1) =Yy

—5)\1 +3>\2 = N %
<:>{ 20 — A Y2 3
Bh =
<~ 9
= Nty

Det finns déarfor 16sning till ekvationssystemet (1) for alla y, dvs. uy, us
spanner upp R?. Losningen blir dven entydig, dvs. uj, us ar en bas for R2.

Exempel 2. Enligt foreldsningsanteckningarna (Kapitel 2, Exempel 8) é&r
vektorerna u; = (—6,2) och uy = (3, —1) linjirt beroende. Spanner de upp
R2? Utgor de en bas for R2??

Losning: Vi betraktar ekvationen
AU + Aup =y (2)
dar y = (y1,y2). Berdkning ger
Ay + Aaug =y <= A\ (—6,2) + X2(3,—1) =y

— —6A1 +3X = yy j;’
20 — X = oy
= { B =

0 = gyt

Det finns darfor inte 16sning till ekvationssystemet (2) for alla y, t.ex. inte
for y = (1,0) da %yl + 1o = % 140= % # 0. Vi konkluderar dérfor att uy,
u, inte spanner upp R2. Darfor dr u;, uy inte heller en bas for R2.

Exempel 3. (Standardbasen for R") Vektorerna e; = (1,0,0), e2 = (0, 1,0)
och e3 = (0,0,1) &r en bas for R? kallad standardbasen. Enligt definitionen
ska vi bevisa att varje vektor y € R? ér en linjirkombination y = \je; +
o€y + A3e3 med entydigt bestdmda koefficienter A\, Ay och A3. Om y =

(Y1, Y2, y3) géller

@ = W

)\161 + )\262 + )\363 =y — @ = U2

®:y3



Koefficienterna Aq, Ao, A3 ar alltsa entydigt bestdmda, och e, es, e3 ar darfor
en bas for R3?. P4 samma sitt ses att vektorerna

e; =(1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0), ..., e,=(0,...,0,1)
ar en bas for R™.
Sats 6.3 (Bassatsen). Lat uy, uy, ..., u, vara vektorer i R". Da géller
(i) ug,ug,...,u, ir en bas for R* = p = n.
(i") p# n=>uy,uy,...,u, ir inte en bas for R™.

(ii) Om p = n galler

ui, Uy, ..., U, ar en bas for R” <= uy, us, ..., u, ar linjart oberoende
<= uy, Uy, ..., u, spanner upp R".
(iii) p>n =>uy,uy,...,u, ar linjirt beroende.
(iii’) uy,uy,...,u, ar linjart oberoende = p < n.
(iv) p < n = uy,uy,...,u, spanner inte upp R".
(iv’) uy,ug,...,u, spanner upp R" = p > n.

Las sjalv Exempel 6.2, sida 99, Exempel 6.3-6.4, sida 100-103 och Exempel
6.5 sida 103-104.

“Teori for R™”, §6.3, ldsas kursoriskt.

§6.4: Skalarprodukt
For x = (x1,29,...,2,) och y = (y1, Y2, . .., yn) definieras skaldrprodukten

Xy =T1Y1 + XY+ ... + TpYn.

Definition 5. Lingden |x| av en vektor x = (x1, 2, ..., x,) ar

\x|:\/x~x:\/x%+x§+...+a:,%

Tva vektorer x, y ar ortogonala/vinkelrita om x-y = 0. I sa fall skrivsx L y.




Sats 6.2. De vanliga riknelagar for skalarprodukten (Sats 4.2, sida 66) géller
ocksa i R™: Lat x,y,z € R"” och A en skalar. Da géller:

(1)
(2)
B)x-(y+z)=x-y+x-3z, (y+z) x=y-x+2z- x.
(4)

Las sjalv Exempel 6.6-6.7, sida 109.



