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Kapitel 5: Vektorprodukt

Anmérkning: Vektorprodukt finns endast i rummet (3D), inte i planet (2D).

Orientering

Definition 1. Lat vy, vy, v3 vara 3 vektorer i rummet som inte ligger i samma
plan (dvs. en bas). Vi tittar fran spetsen av v3 pa planet som innehaller v,
och vy. Vi delar i tva fall.

FALL 1. vy ligger till hoger och vy ligger till vanster: Basen vy, va, v kallas
positivt orienterad eller hégerorienterad. Minsta vridningen fran vy till vy
sker moturs.
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FALL 2. vy ligger till vanster och vy ligger till hoger: Basen vy, vy, v kallas
negativt orienterad eller vinsterorienterad. Minsta vridningen fran v till v
sker medurs.
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Alternativ definition: vy, v, v3 ar positivt orienterade om riktningarna
gar att beskriva med tummen, pekfingret och langfingret (i denna ordning)
pa hdger hand. Annars ar vy, vy, V3 negativt orienterade.

Lés sjalv “Orientering”, sida 81-83.

Definition 2 (Definition 5.2). Lat u, v vara tva vektorer i rummet. Om
u och v inte ar parallella ar vektorprodukten u x v den entydigt bestdamda
vektorn i rummet sa att

(1) [uxv] = |uf[v[sin ([u, v]),

(2) u x v ar ortogonal mot bade u och v,

(3) u, v och u x v ar positivt orienterade.
Om u och v ar parallella definieras u x v = 0.

Anmairkning: Skaldrprodukten u - v ar en skalar, vektorprodukten u x v
ar en vektor.

Raknelagar

Sats 5.4:

(1) u x v=0 <= u, v ir parallella.

(2) vxu=—-uxv.

B) ux (v+w)=uxv+uxw, (V+w)Xxu=vxu+wxu.
(4) (Au) x v=ux (Av) = A(u x v).

Bevis: Lis sjalv, sida 87-88. |
Exempel 1 (=Exempel 5.2). Om u och v &r vektorer i rummet géller:

(u+v)Xx(u—v)=uxXxu—uxXv+vxxu—vxv
=0—-uxv—-uxv-0

=-2u X V.



Vektorprodukt i ortonormerade baser

Lat e,, ey, e, vara en positivt orienterad ortonormerad bas i rummet = HON-
bas (Hogerorienterad och OrtoNormerad bas). Da géller (se figur, anvind
hoger hand):

€y
eiI)
€.
e, xe, =0, e, X e, = e, e, X e, = —e,,
e, X e, = —e,, e, x e, =0, e, X e, = e,
€, X e, = e, e, X e, =—e,; e, xe, =0.

Sats 5.5: Om u = (z1, 91, 21) och v = (29, y2, 29) med avseende pa en HON-
bas e,, e,, e, da galler

u X v=(r1,y1,21) X (T2, Y2, 22) = (Y122 — Y221, Ta21 — T122, T1Y2 — TaY1).
Bevis: Sats 5.4 och tabellen ovan ger
ux v = (r1e, +yie, + 21€;) X (r2e, + yo2e, + 22€;,)

= r102(ey X €;) + T1Ya(e, X €y) + x122(ey X €5)
+y17a(e, X e,) + yiya(e, X e,) +yiz0(e, X e;)
+ z122(e, X €) + z1ya(e, X €y) + z120(e; X €5)
= 1Ty 0+ T1Ys - €, + X129 - (—ey)
+ 122 () F 1y - 0+ 120 - €
+ 2120 - €y + 21Y2 - (—€;) + 2122+ 0

= (9122 - Zly?)ex + (—575122 + Z1$2)ey + (xlyQ - y1$2)ez-

Minnesregel: For tal a, b, ¢, d definieras determinanten

a b
d

‘:ad—bc.
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Da géller (observera tecknen!)
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Yo 22
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XTo 29
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Geometriska tillampningar av vektorproduk-
ten

(z1, 91, 21) X (T2, Y2, 22) = (+

Las sjalv Exempel 5.3, sida 89 och Exempel 5.4, sida 91.

Alla baser som anviands nedan ar HON-baser.

Area

Sats 5.1: Arean av parallellogrammen som spéanns upp av vektorerna u och
v ar |u X v|.

Bevis: Vi delar i tva fall.
FALL 1. 0 < [u,v] < Z: Enligt figuren géller sin(a) = - och a = [u, v].

vl

Arean ges alltsa av
area = bas - hojd = |u|h = |u||v|sin(«) = |u||v|sin ([u, v]) = [u x v|.

FALL 2. T < [u,v] < m: I detta fall ir sin(a) = % och

vl

B}




Arean ges alltsa av
area = bas - hojd = |ulh = |u||v|sin(a) = |u||v|sin (7 — [u, v])
= |u||v|sin ([u,v]) = |u x v|.

Exempel 2. Bestdm arean av parallellogrammen som spanns upp av vekto-
rerna u = (5,1, —2) och v = (-1, -2,2).

Losning: Vektorprodukten ar

uxv=(51-2)x(-1,-2,2)

1 -2 5 —2 5 1
:(+|—2 2’_|—1 2’*’—1 —2|>
—(2—4,—(10 - 2),-10 — (~1))

— (=2,-8,-9),

vilket ger arean

[wx vl = (=2, -8, -9)| = /(=2)? + (=8)* + (-9)?
=4+ 64 + 81 = V149.

Anmairkning: Arean av en triangel med sidorna u och v ar hélften av pa-
rallellogramarean, dvs. 5|u x v|.

Las Exempel 5.5, sida 91-92.

Anmiérkning Om u = (z1,y;) och v = (x9,ys) dr vektorer i R? kan dessa
tolkas som vektorer i R® genom att betrakta vektorerna u’ = (zy,y;,0) och
v/ = (29, y2,0). Arean av parallellogrammen som spanns upp av u och v blir



da |u’ x v/|. Berdkning ger

u' x v = (z1,41,0) X (22,92,0)
1 0

:(+y20 x9 0

22)

= <07 07 T1Y2 — 3/1372)-

T 0 1 Y1

T2 Yo

) )

|

1 0
T Y2

Parallellogramarean blir alltsa

[u' x v'| = (0,0, 2192 — y172)| = \/02 + 02 + (21y2 — 122)* = |T132 — Y172

Volym

Lat u, v, w vara 3 vektorer i rummet. Dessa spanner upp en parallellepiped
(sned lada).

uXxv
W w
' h
A% « |
u L _ _
Volymen ges av
volym = basarea - hojd = |u x v|h.
Om u, v, w &r positivt orienterade géller cos(a) = ‘7}" och a = [u x v, w|

vilket ger

volym = |u x v|h
= |u x v||w| cos(«)
= |u x v||w| cos (Ju x v,w])
(uxv) w

——_————
skalar trippelprodukt



Om u, v, w ar negativt orienterade fas igen cos(a) = ﬁ men nu ar o =

m — [u x v, w] varfor volymen ges av —(u x v) - w.

Om u, v, w ligger i samma plan géller (u x v) L woch (uxv)-w=0.1
detta fall ar volymen av “parallellepipeden” 0.

Vi konkluderar att i alla fall galler

Volymen av parallellepipeden som spanns upp av u,v,w = |(u X v) - w|

Dessutom géller
u, v, w ar en positivt orienterad bas <= (u x v)-w > 0,

u, v, w ar en negativt orienterad bas <= (u x v) - w < 0.

u, v, w ligger i samma plan <= (u x v)-w = 0.

Las sjalv Sats 5.3, sida 86 om skalar trippelprodukt.

Exempel 3. Bestdm volymen av parallellepipeden med hoérn i punkterna
A:(2,1,-1), B: (0,3,3), C: (—1,-2,0) och D: (—3,0,0) som i figuren ne-

7 %

Losning: Lat u = E =(-2,2,4), v = 1@ =(-3,-3,1) och w = E =
(—5,—1,1). Da galler

uxv=(-224)x (-3,-3,1)

2 4] |-2 4] |2 2
(+ ~3 1 ’_|—3 1"+|—3 —3|)
(2 (=12), - (=2 (~12)) ,6 — (=6))
(14, —10,12),

vilket ger
(uxv) -w=(14,-10,12) - (=5,—-1,1) = =70+ 10 + 12 = —48.

Alltsa ar u, v, w negativt orienterade och volymen av parallellepipeden &r

|—48] = 48.



Affin ekvation for ett plan

Exempel 4. Bestam en ekvation pa affin form for planet m; som innehéaller
punkten P;: (3,—2,—5) och har riktningsvektorerna v; = (—1,—1,1) och
Vo = (1, —3, —3)

Losning: Da

Vi X Vg = (—1, —1, 1) X (1, —3, —3)

I T s T R |
_(+ -3 —3’_‘ 1 —3’+‘ 1 —3‘)
=(B-(=3),-6-1),3-(-1)

— (6,~2,4)

—2(3,-1,2),

ar n = (3,—1,2) en normalvektor till ;. Planet har alltsd den affina ekva-
tionen 7 : 3z — y + 22 + d = 0 for nagot d. Punkten P;: (3,—2,—5) ligger
pa my, vilket ger 3-3 — (=2) +2 - (=5) +d = 0. Detta ger d = —1, dvs.
m: 3r —y+2z—1=0. Observera att detta stimmer med Kapitel 3, Exem-
pel 8.

Avstandet mellan tva linjer i rummet
Exempel 5. Bestdm minsta avstandet mellan linjerna

bl (zyy,2) =(3—1t,—2—t,—5+1t) och ly: (z,y,2) = (1 +1t,2—3t,3 — 3t).

Losning: Linjerna ¢; och /5 har riktningsvektorerna vi = (—1,—1,1) och
vy = (1,—-3,—=3). Da vy }f v ér linjerna inte parallella.

Vo
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Déarfor finns ett entydigt bestamt plan m; som innehaller ¢; och ar parallell
med /5 (jmf. uppgift 3.24). Avstandet mellan ¢; och ¢, 4r da samma som
avstandet mellan 7; och en godtycklig punkt pa ¢,. Detta avstand fas sedan
fran Avstandsformeln.

Planet har riktningsvektorerna vy och vy och gar genom P : (3, -2, —5).
Enligt Exempel 4 géller my: 3z — y + 22 — 1 = 0. Observera att punkten
Py: (1,2,3) ligger pa f5. Avstandet mellan ¢; och ¢y &r alltsd samma som
avstandet mellan m; och P,. Detta avstand ges enligt Avstandsformeln av

3-1-242-3—-1] [3—-246-1] 6] 6 314
\/32+(_1)2+22 VI+1+4 V1d /14 7

Las sjalv Exempel 5.6, sida 92-93. Exempel 5.1, sida 84 och §5.6: Vektoriell
trippelprodukt ingar inte.



