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Kapitel 4: Skalarprodukt

Definition 1. Om u,v # 0 ar tva vektorer, dd betecknar |u,v] minsta
vinkeln mellan u och v. Observera att 0 < [u,v] < 7.

V[, v]
u
Definition 2. For tva vektorer u, v definieras skaldrprodukten u - v enligt

lul[v[cos ([u,v]) omu,v#0,
u-v=
0 omu =0 eller v=0.

Exempel 1. Om |u| = 2, |[v| = 3 och [u,v] =  giller

u-v = |u[v|cos([u,v]) =2-3-cos(5) =65 =3.

Motiverande exempel: arbetet som utférs nir en kropp forflyttas en stréc-
ka S av en kraft F':

Arbetet ges per definition av W = |F||S|. Vi har cos(«) = % och a =[S, F]

varav

|Fy| = |F|cos(c) = |F|cos ([S, F]) .



Insattning ger att arbetet ges av skalarprodukten:

W = |E||S| = [F| cos ([S,F)) [S| = F - S.

Fran definitionen foljer

u-v>0<+=0<[u,v] <F <= [u,v] ir spetsig.
u-v<0<+= 7 <[uv] <<= [u,v] éar trubbig.

u-v=0<= u=0ellerv=0eler [uv]=7.

- [u, v] trubbig
v/ [u, V] spetsig %
u u

Definition 3. Om u-v = 0 kallas u och v ortogonala eller vinkelrdta. Detta
skrivs u L v. Vi har alltsa

\uJ_v<:>u-v:0.\

Definition 4 (Ortogonal projektion). Lat v # 0 och u vara vektorer. Vi
definierar
u’ = ortogonala projektionen av u pa v

enligt figurerna

u
| !
| |
u ! I
| |
AR <\
u’ v u’ v

Om u = 0 definieras u’ = 0.
Sats 4.1 (Projektionsformeln): Den ortogonala projektionen u’ av u pa

Vv ges av
v= (2 Yy
SR

———
tal

Bevis: Vi delar i 3 fall:
FALL1.u=0:VL=u =0.




Vi har cos(a) = [u, v]. Alltsa ar

() (2552).

_ (|u|cos<[u,v]>> .

o)
)
=g
I

=u
FALL3:u#0, 5 <[u,v|]<m
u
%[“’V]
u’ v

Vi har cos(a) = |“:1/‘ och v = 7 — [u, v]. Alltsa &ar

uv\ o |uIIVICOSZ([11,V]) v
G-t
vl

= (Ju|cos(m — «)) <|V1|V>

= fuleosta) (1)



Raknelagar

Sats 4.2: Lat u, v och w vara vektorer och A en skaldr. Da géller:

u-(v+w)=u-v4+u-w, (V+w)-u=v-u+w-u.

Bevis: (1) och (2) foljer direkt fran definitionen. (3) och (4) bevisas geomet-
riskt, jmf. sida 66-67. |

Exempel 2. Anta att [u| =2, |v| = 3 och [u,v] = §. Da galler

(2u+v)~(v—u)22u~v—2u~u+v-v—v-u

DG oy 2uff+ v —u-v

=u-v—2lul*+ v
=3-2.22 432
=4,

da u-v = 3 enligt Exempel 1.

Las sjalv Exempel 4.3-4.5, sida 67-68.

Ortonormerade baser

Definition 5. Om vektorerna e,, e,, e, i rummet (3D) har langd 1 och &ar
ortogonala mot varandra, sigs e,, e,, €, vara en ortonormerad bas (ON-bas).
Ett val av origo O ger ett ortonormerat koordinatsystem Oezeye.. Motsva-
rande definitioner géller i planet (2D).

Anmairkning: En ortonormerad bas ér en bas: Anta att e,, e,, e, ar en
ortonormerad bas. Vi maste visa att e,, e,, e, inte ligger i samma plan
vilket enligt Bassatsen (Sats 2.4), del (2), ar ekvivalent med att visa att e,,
ey, e, ar linjart oberoende. Anta att

A€x + A, + Ae, =0, (1)



vi maste da bevisa att A\, = A\, = A, = 0. Skalarprodukten av (1) med e, ger

0=0-e,
= (/\xex + A\ye, + )\Zez) ey
=X\ (e;-e) + (ey . ex> + A (e, e;)
— X 14N 0+ A, -0
= A
Vi har i néstsista steg anvint att |e,| = 1 vilket ger e, - e, = |e,|*> = 1 och

att e, L e, och e, L e, vilket innebér att e, - e, = e, - e, = 0. Alltsa galler
Az = 0. P4 samma satt bevisas A, = A\, = 0. [ |

Sats 4.3: Lat u = (x1,y1) och v = (z2,y2) med avseende pa en ON-bas e,,
e, i planet. D& géller:

(1) u-v = (21,41) - (22, 42) = 2122 + Y11

(2) Juf = /2t + i

Motsvarande géller i rummet (3D).

Bevis. (1): Vi har u = z,e,+y1€e, och v = 29e, +y2€,. Som i anmérkningen
ovan géller
e, e, =1, e, e, =1, e, e, =0.

Direkt utrdkning ger nu
u-v= (a:lex + yley> . (Q:Qex + ery)
= 1122 (€5 - €;) + T1Yo (em . ey> + Y19 (ey . ex) + Y10 (ey . ey)

=x1x- 1+ 212 - 0+ 12 - 0+ 9192 - 1
= T122 + Y1Y2-

(2): Enligt (1) géller
u =u-u=(z,y) (z1, ) =23 +y;

vilket ger |u| = /2% + y?. |

Las sjalv Sats 4.4 med bevis, sida 71-72. “Basbyten vid ortonormerade ba-
ser”, sida 72-73 ingar inte.



Geometriska tillampningar av skalarprodukten

I alla exempel nedan &r alla baser och koordinatsystem ortonormerade.

Avstand mellan tva punkter

Exempel 3. Avstandet mellan punkterna P;: (1,0,2) och Py: (2,—1,2) ges
av

—
PP =[2-1,-1-0,2-2)| = )] = 12+ (—1)2 4 02 = V2.

Minsta vinkeln mellan tva vektorer

Exempel 4. Bestdm minsta vinkeln mellan vektorerna u = (1,1, —2) och
= (1,0,-1).

Losning: Formeln u - v = |ul|v]| cos ([u, v]) ger

cos ([u,v]) =

ul|v]

(1,1, 2) (1,0,—1)
\/12+12 )2 /12402 + (—1)2
_l-1+41- 0+( 2) (1)

V6 V2
3

V2312

b

M\&E

. o \/g o
vilket ger [u, v] = arccos (2> =5

Las Exempel 4.6-4.7, sida 70-71 och Exempel 4.9, sida 74.
Definition 6. Om u = u; + u, kallas u; och uy for u:s komposanter.

Exempel 5. Dela upp vektorn u = (2,6) i tva vinkelrata komposanter varav
den ena ér parallell med linjen ¢: (z,y) = (3 + 2t,5 + t) och den andra ar
ortogonal mot /.

Losning: Linjen ¢ har riktningsvektor v = (2,1). Lat u; vara ortogonala
projektionen av u pa v och us = u — uy.



Berdkning m.h.a. Projektionsformeln ger
u-v (2,6)-(2,1))
u; = v=|—"———2"1](2,1)
( vI[? ) ( (2, 1))

w=u—u = (2,6) —(4,2) =(-2,4).

Planets normalriktning

Definition 7. En vektor n # 0 som é&r ortogonal mot ett plan 7 i rummet
kallas en normalvektor till m. Motsvarande definition géller for linjer i planet.

n
A

(3D)

Sats 4.5.

(1) Lat m: ax + by + cz + d = 0 vara ett plan i rummet. Da &r n = (a, b, c)
en normalvektor till 7.

(2) Lat £: ax + by + ¢ = 0 vara en linje i planet. Da & n = (a,b) en
normalvektor till /.

Bevis. (1): Lat Py: (2o, Yo, 20) vara en godtycklig punkt i planet 7. Da géller
alltsa axg + by + czo +d = 0.



| Vs
'yp )
Py : (20, Yo, 20)

Om P: (z,y,z) ar en godtycklig punkt i rummet galler da

nLﬁ’@n-ﬁ:O
< (a,b,c) - (v — 2o,y — Yo, 2 — 20) =0
< a(r—x0) + by —yo) +c(z—2) =0
< axr —arg+by —byg+cz—czp=0
< (ax +by+cz+d) — (axg +byo +czg+d) =0
=0

—ar+by+cz+d=0
<= P ligger i planet 7

Detta bevisar att n = (a, b, c) dr ortogonal mot Poﬁ precis nar P ligger i
planet 7. Alltsa 4r n en normalvektor till .

(2): Pastaendet bevisas pa samma sétt som (1). |

Sats 3.4: Lat 7: ax + by + cz + d = 0 vara ett plan i rummet. For ett
godtyckligt plan 7" i rummet géller da

7' ar parallell med 7 <=

7' har ekvationen 7’: ax + by + cz + d' = 0 for ndgot d'.
Bevis: Lat n = (a, b, ¢) som ar normalvektor till 7. Da géller

|| mr<=nlx
<= n ar normalvektor till 7/
<= 7’ har ekvationen 7’: ax + by + cz +d = 0 f6r ndgot d'.

Las sjalv Exempel 4.11, sida 75-76.



Vinkeln mellan tva linjer

Lat ¢; och {5 vara tva linjer (i planet eller i rummet) som skéar varandra och
lat v, respektive vy vara riktningsvektorerna for de tva linjer. Minsta vinkeln
a mellan £; och ¢y ges da av

Q. = arccos

[Vi|[val

Observera att 0 < o < Z. Vi delar beviset i tva fall.

g.
FALL 1. 0 < [vy,vy] < §: Vi har vi - vy > 0 och a = [vy, vy] vilket ger

ViV |V1 ) V2|

b
\4!
(6]
Vo 62

FALL 2. § < [vy,vy] < m: Vihar vy - vy <0 och [vi,vy] = 7 — a vilket ger
a =1 — [vy,Vy] varav

Vi Vo |V1 'V2|
COS(OK) — COS (7]' — [Vl,VQ]) = — COS ([VhVZ]) == |V1HV2| - |V1||V2|
81
/
Vo 62
Vi T —

I bada fall giller alltsa cos(ar) = 22k D& 0 < o < T giller darfor o =

T |vallvel” 2
arccos (vl )|
[vi|[vel




Vinkeln mellan tva plan

Lat m; och w9 vara tva icke-parallella plan med normalvektorerna n; respek-
tive ny. Minsta vinkeln o mellan m; och my ges da av

= arccos | ————
[0y ||y

Observera att 0 < o < 7. Viritar de tva plan sd att bdda ar vinkelrata mot
papperets plan. Vi delar beviset i tva fall.

FALL 1. 0 < [n;,np] < 7: Vi har n; - ny > 0 och @ = [ny, ny] varav

n; - np 0 -y
cos(a) = cos ([ny, ny)) = Iy ||ny| - |n; ||ny|
us
n; 2 1
«@
o
T2

FALL 2. § < [ny,ny] < 7: Vi har n; - ny < 0 och [ny,ny] = 7 — a vilket ger
a =1 — [ng, ny]. Nu géller

n; - ny |Il1 : n2’

COS(a) = COS (71' — [nl,nz]) = — COS ([n17n2]) = _lann2’ - ‘IllHHQ‘
™
Uy

ny

I bada fall galler alltsa cos(a) = “:J;Z". Da 0 < a < § giller darfér o =
arccos ( 12rnzl )
<|n1|n2|>

Las sjalv Exempel 4.10, sida 75.
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Vinkeln mellan plan och linje

Lat 7 vara ett plan med normalvektorn n och ¢ en linje med riktningsvektorn
v s& att m }f . Minsta vinkeln o mellan 7 och ¢ ges da av

» ()
o = arcsin
n|lv|

Observera att 0 < o« < Z. Vi delar 1 tva fall.
FALL 1. 0 < [n,v] <

.
< Z:Viharn-v > 0 och [n,v] =
a = 5 — [n,v]. Nu giller

T _

= 5 — « vilket ger

sin(a) = sin (g — [n,v]) = cos ([n,v]) = |Irll||::| _ ||Irll||::||
N 1

FALL 2. £ < [n,v] < m: Viharn-v <0 och [n,V] :7T—<
vilket ger a = [n,v] — 7. Nu géller

SIE]
|
Q
N—
Il
oy
+
Q

sin(ar) = sin ([n, v] — g) = sin <— (g — [n, V])) = —sin (g - [n,v])

= —cos ([n,v]) = n-v _|n-vi

nffv]  [n|lv]

11



v 7@

I bada fall géller alltsa sin(a) = ||:"|‘j‘. Da 0 < o < 7 galler dérfor o =
arcsin <:|'|‘\’,|| >

Minsta avstandet mellan punkt och linje

Exempel 6. Bestdm minsta avstandet mellan punkten P: (3,1, —3) och lin-
jen 0: (z,y,2) = (2+t,—1+t, =3+ 4t).

Losning: Punkten Py: (2,—1,—3) ligger pa ¢ som har v = (1,1,4) som
riktningsvektor.

Fran figuren erhalls att u; ar ortogonala projektionen av u pa v. Berdkning
ger nu

u=FRP=03B-21-(-1),-3—(-3) =(1,2,0),

12



ne (i)

v[?
(1,2,0) 114)
= . 1,1,4
(20610 01
11+2 1+04
= 1,1,4
( 12 12 + 42 ><”)
= 2(1,1,4)
=5(1,1,4),

w=u—u =(1,2,0)—5(1,1,4) = £(6 - 1,12 - 1,0 — 4) = :(5,11, —4).

Minsta avstandet mellan P och ¢ ar alltsa

ug| = 1[(5, 11, —4)| = §/52 + 112 + (—4)2 = 1V162 = 82 = 3V2.

1
6

Las sjalv Exempel 4.13, sida 78-79.

Projektion och spegling i plan, minsta avstand mellan
punkt och plan

Exempel 7. Bestam ortogonala projektionen och spegelbilden av punkten
P:(1,2,3) iplanet m: x —y + 22+ 1= 0.

Losning: Vektorn n = (1, —1,2) ar normalvektor till 7. Valj en godtyck-
lig punkt Py i planet, t.ex. Py: (0,1,0) (observera att detta stdmmer i 7:s
ekvation!). Vi har

u=RP=(1-02-13-0) =(1,13).

n
P
Oe u’ %u’
T
NP




Fran figuren ses att u’ ar ortogonala projektionen av u péa n. Projektionsfor-

meln ger alltsa
(1,1,3) - (1,—1,2) (1,-1,2)
|1’l’2 ’(17_172)|2

El 14+1-(-1)+3- 2>(1’_1’2)
(2

12+ )2+ 22

)
Figuren ger P?) = —u’ och ﬁ‘? = —2u’. Darfor galler
00 = 0P + PO = (1,2,3) — (1, —1,2) = (0,3, 1),
0% = 0P + PS = (1,2,3) — 2(1,-1,2) = (—1,4, —1).

Ortogonala projektionen av P i 7 ar alltsa @: (0,3, 1) och spegelbilden av P
imar St (—1,4,-1).

Las sjalv Exempel 4.12, sida 76 och Anmarkning, sida 77.

Exempel 8. Bestdm minsta avstandet mellan punkten P: (1,2, 3) och planet
m:rx—y+2z2+1=0.

Losning: Enligt figuren och berdkningarna i Exempel 7 ovan ges minsta
avstandet av

W] =1(1,-1,2)] = /12 + (-1)2 + 22 = V6.

En alternativ metod ar foljande.

Avstandsformeln (=Sats 4.6): Det minsta avstindet mellan en punkt
Py: (20,90, 20) och ett plan 7: az + by + cz + d = 0 ges av

lazo + by + czo + d|
vaz + b% + 2
Bevis: Las sjilv sida 77. |

Exempel 9. (=Exempel 8) Bestdm avstandet mellan punkten P: (1,2,3)
och planet m: x —y + 22+ 1= 0.

Losning: Avstandsformeln ger

|1—2+2 3+1] |6 NG

JeE+ (222 Ve

14



Minsta avstandet mellan tva parallella plan

Exempel 10. Bestdm avstandet mellan planen 7 : 22 — y + 52z + 3 = 0 och
ot 2x —y + 5z 4+ 12 = 0 (observera att m; och my ar parallella enligt Sats
3.4).

Losning: Avstandet mellan 7 och 7o dr samma som avstandet mellan P
och my, dar P; ar en godtycklig punkt i 7.

1

.Pl

Uy

Vilj t.ex. Pr: (0,3,0) som stdmmer i 7:s ekvation. Avstandet mellan 7; och
7o blir da enligt avstandsformeln

2:0-34+5-0+12 9
| + +12] 9] — 330,
Y22+ (12452 V30
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