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Kapitel 3: Linjer och plan

Koordinater i rummet

Lat O vara en fast punkt i rummet.

Punkt P~y Ortsvektor ﬁ
P
Vektor u s Punkt P y

@)

Detta ger en entydig korrespondens mellan punkter i rummet och vektorer i
rummet. Lat e,, e,, e, vara en bas for vektorerna i rummet. Om

OP = re, +ye, + ze, = (z,vy, 2)
sags x,y, z vara koordinaterna for P i koordinatsystemet Oezeye,. Vi skriver
da P: (z,y, z). Punkten O kallas origo.
Exempel 1. Oﬁ = 0 = Oe, + Oe, + Oe,, vilket ger O: (0,0, 0).
Definition 1. Ett koordinatsystem i rummet Oe,e e, bestar av en punkt O
(origo) och en bas e,, e,, e,.

Definition 2. Linjen genom O med riktning e,/e,/e, kallas x-azeln/y-
azeln/z—azeln.




Las Exempel 3.1, s. 45-46.

Exempel 2. Lat P;: (1,0,4) och Py: (5,2,0). Bestam koordinaterna for
mittpunkten M pa striackan P Ps.

Losning;:

Py

)

Mittpunktsformeln (Exempel 2.5) ger

1 1 1
OM = X (O—Pl) +O—P§) = 5 ((1,0,4) + (5,2,0)) = (6,2,4) = (3,1,2),
varav M: (3,1,2).

Lat P: (x1,y1,21) och Py: (x9, s, 22) vara tva punkter. Da géaller

Py (x1,91,21)

P, (1'27 Y2, 22)

@)

OP; 4+ PPy = OP,, varav PLPy = OPy — OP; = (T2,Y2, 22) — (21,1, 21).-

—
PPy = (x93 —x1,y2 — Y1, 22 — 21) “slutpunkt — startpunkt”

Las sjalv Exempel 3.2, s. 46.



Koordinater i planet

Detta fungerar pa helt samma satt som i rummet (fast med en koordinat
mindre). Ett koordinatsystem i planet, Oe,e,, bestar av en fast punkt O och
2 vektorer e, e, som bildar en bas for vektorerna i planet. En punkt P ger

ortsvektorn OP = re, + ye, = (z,y). Vi skriver P: (z,y) for koordinaterna
till P.

Las Exempel 3.3, s. 46-47.

Linjer i rummet

En linje ¢ i rummet &r entydigt bestimd av en punkt Py: (zo,¥o,20) pa
linjen och en vektor v = («, 3,7) # 0 parallell med linjen. Vektorn v kallas
en riktningsvektor for £. Om P: (z,y, z) galler

P ligger péé{z}fﬁ | v

= Poﬁ = tv for nagot ¢
< (x — 20,y — Yo, 2 — 20) = t(a, B,7) for nagot t.

v = (04,5,7)/’

Poi(l’myo,zo)

14

P:(x,y,z)

Detta kan skrivas

r=x9+at
C: Sy=uyo+ St <— Linjens ekvation pd parameterform
Z =29+ ’}/t



Las Exempel 3.4, s. 48-49.

Anmaiarkning: Man kan fa olika uttryck for samma linje! (olika Py och olika

riktningsvektorer kan véljas).

Exempel 3. Bestam en ekvation for linjen ¢ genom punkterna P: (2,1,1)

och Q: (3,2,—1).

Losning: Linjen gar genom punkten (2,1, 1) och har riktningsvektorn

PO=(3-22-1,-1-1)=(1,1,-2).

En ekvation ges da av

r=2-+ t
C: qy=1+t
z=1-2t

Ligger Q: (3,2, —1) pa £? Ja, saklart! Alternativ:

3=2+t
(3,2,—1) ligger pa ¢ <— 2=1+ t &r losbhart
—1=1-2t

= 1 —1 2 t = 1
t = 1 J ar losbart <= <0 =0 ar losbart
-2t = =2 0=0

(Entydig) Losning finns, ¢t = 1.



Ligger (4,5,6) pa £7

4=2+ 1
(4,5,6) ligger pad ¢ <= (5 =1+ t
6=1—2¢t

t = 43 < (0=
—2t = 5 0=9

Losning saknas varfor (4,5,6) inte ligger pa £.
Las Exempel 3.5, s. 49.

Exempel 4 (Skdrning mellan linjer). Skar linjerna

r=t r=—1—t
b qy=1—1t och ly: Sy=2—1t
z=1+2t z=1

varandra?

Losning: Om linjerna skiar varandra finns ¢ och s sa att

t =—1-s
11—t = 2-—s5 Byt t mot s i ekvationen for /5!
1+2t = 1

Omskrivning och Gausselimination ger

t +s = —1 1 4-2 @ +s = -1
—t+5:1g <= 2s = 0

2t = 0 —2s = 2 Jl

® +s = -1
= Q9 = 0
0 = 2
Losning saknas, sa linjerna skar inte varandra.

Exempel 5 (Skdrning mellan linjer). Skér linjerna

ly: (z,y,2) =(0,1,1) + (1, —-1,2) och ly: (z,y,2) = (1 —1t,2—1,1)

varandra?



Losning: Vi har ¢;: (z,y,2) = (t,1 —t,1 4 2t).

t = 1-s t +s =1 1 -2
11—t = 2—5 <=<(—1t 4+s =1 (JJ
142t = 1 2t = 0
® +s = 1 ® +s =1
= 25 = 2 1 = Qs = 2
—2s = =2 J 0 =0

som har entydiga 16sningen (¢, s) = (0,1). Insdttning av ¢ = 0 i ¢;:s ekvation
och/eller insédttning av s = 1 1 f5:s ekvation ger skiarningspunkten (x,y, z) =
0,1,1).

Las Exempel 3.6, s. 49-50.

Linjer i planet

Helt analogt till ovan: Linjen ¢ i planet genom punkten Fy: (xg,yo) med
riktningsvektor v = (a, 8) # 0 har ekvationen

‘- {x =x9+ at
Yy =1yo+ St

pa parameterform.
1

V:(a,ﬁ)/f

Vi har
Br — ay = B(zo + at) — a(yo + Bt) = Bro — ayo.
Med a = 3, b = —«a och ¢ = ayy — Pxgy géller alltsa

ar +by = —c <= |ax + by +c=0, (a,b) # (0,0)

Detta ar linjens ekvation pa affin form. Observera att om b # 0 kan linjen
skrivas pa formen y = kx + m:

a C
ar +by+c=0<=by=—ar —c<=y= (—b) -x+<_b)
— -2



Om b= 0 éar a # 0 och
ax—l—by—i—c:0<:>a:1::—c<:>x:—E
a

dvs. linjen ar lodrét.

Exempel 6. (Linjer i 2D: Parameterform till affin form): Bestdm
ekvationen pa affin form for linjen ¢ genom Fy: (1,2) med riktningsvektor
v =(-1,3).

Losning: Parameterformen ér

=1—-t
0"
y =2+ 3t.
Omskrivning och Gausselimination ger

{—t:x -1 3@{@: r -1

3 =  y—2 0 3 +y—5

Alltsa géller (z,y) ligger pa ¢ <= 3z +y —5 = 0. Linjens ekvation pa affin
form ar darfor £: 3z +y — 5= 0.

Las Exempel 3.7, s. 51.

Exempel 7. (Linjer i 2D: Affin form till parameterform): Bestdm
ekvationen pa parameterform for linjen ¢: 3z +y — 5 = 0.

Lésning: 3z +y — 5 =0 <= {BD+y = 5. Vi far
y=t, e=i6-p=16-0=1-1
Ekvationen pa parameterform ar alltsa
_5_ 1
0t T !
y= t

Las Exempel 3.8, s. 52.

Anmairkning: Linjer i rummet (3D) har inte en ekvation pa affin form,
sddana finns endast for linjer i planet (2D)!

Ekvation pa parameterform | Ekvation pa affin form

Linjer i planet ’- r=xo+ at ar +by+c =0,
(2D) Ny =0+ Bt (a,b) # (0,0)
Linser i t T =9+ at
injer i rumme _ B ‘ -
(3D) Sy =uyo+pt Finns inte!
z=2zy+t

7



Planets ekvation

Ett plan 7 i rummet ar bestamt av en punkt Py : (zg, Yo, 20) pa 7 och tva icke-
parallella vektorer vi = («q, 81,71), va = (ag, f2,72) som bada ar parallella
med 7. Vektorerna vy, vy kallas riktningsvektorer for «.

Lat P: (x,y, z) vara en punkt i rummet. D& géller

P ligger pa m <— 1;0? = t1vy + tovy fOr nagra tq,ty
= (v — 20,y — Yo, 2 — 20) = ti(au, B, ) + ta(az, B2, 12)
T = xy + oty + sty
= Ty =yo + Sits + Pala
Z = 2o+ 71t + Yata.

Detta kallas planets ekvation pa parameterform.

Exempel 8. Bestam en ekvation pa parameterform for planet m genom de
tre punkterna P: (1,2,0), Q: (0,1,1), R: (2,—1,-3).

Losning: Planet gar genom (1,2,0) och har riktningsvektorerna

Vi=PO=(0-1,1-21-0)=(-1,-1,1),
Vo= PR=(2-1,-1-2,-3-0) = (1,-3,-3).

Detta ger ekvationen pa parameterform (vi sitter t; = s och ty = t):

r=1—s+1
T Qy=2—5—3t
z = s—3t
Ligger P;: (3,—2,—5) pa w7
3=1—-s+ 1t
P ligger pa m <= ¢ —2=2—s5—3t ar loshart <=
-5 = s — 3t



—-s +t = 2 1 s +t = 2
-5 =3t = —4 1 = —4t = —6 -3
s =3t = =5 -2t = =3
=s) +t = 2
— (—4) = -6
= 0

\_/o

(Entydig) Losning finns, (s,t) = (_%>%
Ligger P»: (1,2,3) pa n?

Alltsa ligger P pa .

1l=1—-5s5+ 1
P, ligger pa m <= {2 =2—s— 3t éar losbart <=
3= s —3t
-s +t =0 -1 91 =9 +t =0
—-s =3t = 0 — —4t = 0 ~3
s =3t = 3 -2t = 3 J
+t =0
= =0
0 = 3
Losning saknas, dvs. P, ligger inte pa .
Ligger (z,y,z) pa m?
r=1—s+ 1t
(r,y,2) ligger pAm <= qy=2—5—3t ar loshart <=
z = s —3t
-5 +t =z —1 -1 11
—s =3t = Y —2 =
s =3t = z
=9 +t = =z -1
-4t = —x+y -1 -3 =
-2t = x4+ z-1

=9 +t = xz—3y — 1
= = +2z— 1
0 = 3z—3y+2z— 3

9



Alltsa géller

(x,y, z) ligger pa m <= ekvationssystemet (1) ar losbart
I e .
= m: 3w —y+2:—1=0]

Detta ar planets ekvation pa affin form. Vi kan nu testa P, och P, direkta:
P:3-3—(-2)+2-(-5)—1=0, P:3-1-2+2-3—-1=6#0.

Alltsa géller P, € m och P, ¢ .
Las Exempel 3.9-3.10, s. 53-55.

Allmant: Varje plan 7 i rummet har en ekvation 7: ax 4+ by +cz+d = 0 pa
affin form dar a, b och ¢ inte alla ar 0.

Ekvation pa parameterform | Ekvation pa affin form

. T = x9 + oty + asts
Plan i rummet ar +by+cz+d=0,

(3D) ™Y = ot Oil Gt (a,b,¢) # (0,0,0)
2 = zo + 11t1 + Yoto

Parameterform till affin form: Som i Exempel 8 ovan.

Affin form till parameterform: Om planet har ekvationen
miar+by+cz+d=0, a#0
véljas y = s, 2z = t och x 16sas ut. Motsvarande i fallen b # 0 och ¢ # 0.

Las Exempel 3.11, s. 56.

Koordinatplanen: xy-planet har den affina ekvationen z = 0, xz-planet
har den affina ekvationen y = 0 och yz—planet har den affina ekvationen
x = 0. Parameterekvationer ges av

T =S T =35 r=0
xy — planet: ¢y = xz —planet: ¢y =0 yz—planet: ¢y =3
z =0, z =1, z=1t.
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Exempel 9 (Skidrning mellan plan och linje). Bestdm skarningen mellan
planet 7: 3x +y — 2 +4 = 0 och linjen

r=14+ t
l: qy=3+2t
z2=2+ t

Losning: Satt in ekvationen for ¢ i ekvationen for 7:
314+t)+B3+2t) —(24t)+4=0<=4t+8=0<=1t=—-2.
Satt sedan in ¢ = —2 i ekvationen for ¢:

z=1+ (-2)=-1
0 qy=3+2(-2)=-1
z=2+ (-2)= 0
Skarningspunkten ar alltsa (—1,—1,0).
Las Exempel 3.12, s. 56-57.

Exempel 10 (Skdrning mellan tva plan). Bestdm skdrningen mellan pla-
nen

m:x+3y—z2+1=0 och Ty 2x + 5y + 32 —2=0.

Losning:
r +3y — =z +1 = 0 r 3y —z = — -2
{295 +5y +3z =2 = 0 {295 +by +3z = 2 J

11



@ 43y — 2z = —1
Y +52 = 4

Vi far parameterlosningen
z=t, y = —445t, r=—-1-3y+z=—-1-3(—4+5t)+t =11—14¢

Skarningen ar alltsa

r= 11— 14¢
0: qy=— 4+ b5t
z = 0+ 1t

dvs. linjen genom punkten (11, —4,0) med riktningsvektorn (—14,5,1).
Las Exempel 3.13, s. 57-58.

Sats 3.4: Planet my ar parallell med planet m1: ax + by +cz+d =0 <= m
har (upp till skalering) den affina ekvationen my: ax + by + cz +d' = 0 for
nagot d'.

Exempel 11. Lat m: 22+ 3y + 52+ 10 =0, me: 22 + 3y — 52+ 8 = 0 och
m3: 4x + 6y + 102 + 9 = 0. Da galler:

o 7 och my ar inte parallella (m §f m2).
« m och 73 ér parallella (m || 73).

o Ty och 3 ar inte parallella (m }f 73).

Geometrisk tolkning av linjira ekvationssystem

e En ekvation med 3 obekanta <— ett plan i rummet.

e Tva ekvationer med 3 obekanta <— skarning mellan tva plan i rummet.
Fall 1. Losning saknas: Planen ér parallella (och skiljer sig fran varandra).
Fall 2. Oéndligt manga l6sningar:

(a) En parameter (“med t”): Skdrningen ar en linje.

(b) Tva parametrar (“med s,t”): Planen sammanfaller.
e Tre ekvationer med 3 obekanta <— skarning mellan tre plan i rummet.
Fall 1. Losning saknas: Planen saknar gemensamma punkter.

Fall 2. Entydig l6sning: Skarningen ar en punkt.
Fall 3. Oandligt manga l6sningar:
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(a) En parameter (“med t”): Skdrningen &r en linje.
(b) Tva parametrar (“med s,t”): De tre planen sammanfaller.

Lés s. 5861 tom. “Anmaérkning”.
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