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Kapitel 2: Geometriska vektorer

“I'm applying for a villain loan. I go by the name of Vector. It’s a mathe-
matical term, represented by an arrow with both direction and magnitude.

Vector! That’s me, because I commit crimes with both direction and magni-
tude. Oh yeah!”

Skaldra storheter (dvs. tal): langd, area, massa, fart, ...

Vektoriella storheter (har bade storlek och riktning): kraft, acceleration,
hastighet, ...

Fart (tal): t.ex. 70 km /h
Hastighet = Fart och riktning: t.ex. 70 km/h norrut

Riktade strackor och vektorer

Lat A och B vara tva punkter. Da ar E en riktad stricka.



B
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Varje riktad stréacka bestammer en vektor. Beteckning for vektorer: u, v, w,
... (handstil: w, v, w, ...).

Definition 1. Tva riktade strackor /@ och @ representerar samma vektor

— f@ och @ har samma langd och riktning <= @ kan fas fran 1@
genom parallellforflytning.

Exempel 1. I figuren nedan ar 1@ och C@ representanter for samma vektor.
/ B / D
A C
Definition 2. Liangden av vektorn u = AB betecknas lu| eller Lﬁ |.

Anmarkning: Vi har \@| = ]EZH, men AB # BA om A # B.

—
Definition 3. Nollvektorn 0 ges av 0 = AA (dvs. B = A). Vi har |0 = 0.
Observera ocksé att |u| =0 <= u=0.

Definition 4. Tva vektorer u,v # 0 kallas parallella om de har samma
riktning eller ar motsatt riktade. Dessutom sags 0 vara parallell med alla
vektorer. Om u och v ar parallella skrivs u || v. Om u och v inte ar parallella
skrivs u Jf v.

Exempel 2. For vektorerna nedan géller u || v, u || w och u }f e.
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2.2 Rakneoperationer

Definition 5 (Addition av vektorer). Summan av tva vektorer u och v de-
finieras genom att sitta v i forlingning av u:



/ u+v v

[ u

u

Definition 6 (Multiplikation av vektor med skaldr). Lat A\ vara ett reellt tal
och u en vektor. Da ar Au den vektorn som uppfyller:

o Léngden av Au ges av [Au| = |A||u].
o Riktningen av Au ges av: Om A # 0 och u # 0 géller

{)\u har samma riktning som u om A > 0,

Au har motsatt riktning av u om A < 0.

Anmairkning: Vektorn Au ar entydigt bestdmd. Vi har Ou = 0 for alla u
och A0 = 0 for alla \.

Exempel 3.
W ‘/“/<—1>;/

Anmairkning (Anvinds i Sats 2.2 och uppgift 2.18): Om u # 0 géller

N[O

V || u <= v = Au for nagot .

Bevis: = Anta forst v || u. Om v = 0 kan A = 0 anvindas. Om v har
samma riktning som u fungerar \ = %': Vi har A > 0 sa Au har samma
riktning som u och ddarmed samma riktning som v. Dessutom géller

vl v
Xl = [Afu] = ‘ ) = M = i
|1 =

Au och v har alltsa samma riktning och samma langd, dvs. v = A\u.

[ fallet dar v och u har motsatta riktningar duger A = —%: Da A < 0 har Au
motsatt riktning av u och darmed samma riktning som v. Dessutom géller

M
[ul

Au och v har alltsa ocksa i detta fall samma riktning och samma ldngd, dvs.
vi har igen v = A\u.

_ M

lu| = —uf =v|.

Xl = [Afu] = |

[l



<= Anta nu att v = Au for ndgot A. Om A = 0 &r v = 0 och 0 || u. Om
A > 0eller A <0 é&r v # 0 och v och u har samma eller motsatta riktningar
varfor v || u. |

Sats 2.1: For vektorer u, v, w och reella tal A\, p géller raknelagarna
e U+ V=V+u,
e (U+V)+w=u+(V+w),
e u+0=nu,
e u+ ((—=1)u) =0,
© Alpu) = (A,
e (A4 p)u=Au+ pu och
e AMu+v)=2Au+ Av.
Bevis: Lis sjilv, s. 23-24. Beviset anvander lampliga figurer. |

Definition 7. (Subtraktion av vektorer) For vektorer u och v definieras
—v=(=1)wv:

och differensen u — v =u + (

/ VA

Exempel 4. (Exempel 2.5 = Uppgift 2.5) Lat M vara mittpunkten pa stréc-
kan AB och O en godtycklig punkt. Da géller mittpunktsformeln

T:§<OA+(E>>

—
Losning: Figuren ger AM = J\ﬁ Dessutom géller



OA + AM = OM «— AM = OM — OA,
OM + MB = OB « MB = OL — OM.

Detta ger

AM = ME «= OM — OA = OB — OM

> 20M = OB +OA
< 0M =4 (04+0B).

2.3 Bas och koordinater

Sats 2.2: Lat e; och ey vara tva icke-parallella vektorer i planet. Da kan
varje vektor u i planet skrivas pa formen

u = i€ + raey

med entydigt bestdmda tal x, xs.

Bevis: (Existens)
u
€ !
€1
R
€9 e

Dé e Jf ey géller e; # 0 och ey # 0 (ty O || e och e; || 0). Fran figuren ses
att det finns vektorer u; och uy sa att u; || 1, us || €2 och u =u; + uy. Da
u; || e; och e; # 0 ger anmérkningen ovan att u; = x;e; for nagot z;. Pa
samma satt finns det x5 s& att us = xoey. Alltsd ar u = u; +us = 1€ +192€5.
Detta visar existensen.

U2



(Entydighet) Anta att
u=2x€e + Iey = x’lel + Iéeg.
Vi maste visa att x} = x; och x, = xo. Omskrivning ger

/ / ’ /
T1€1] + To€y = T1€1 + X969 <= T1€1 — T1€] = T9€9 — T2€9

e (Il — x’l)el = (ZL'/2 — Ig)eg.

/
To—T2

1 —x)

Om z, # ) giller e; = ( ) ey och anméarkningen ovan ger da e; || e,

vilket dr en motsigelse. Alltsa géller inte x; # ), dvs. vi har z; = 2.

. x1—2) . . o
Om xy # xf, giller e; = ( 1 1) e; och anmérkningen ovan ger da e, || e;.

xh—x2
Detta ar en motségelse och vi konkluderar att zo = . |
I rummet (3D) géller:

Sats 2.3: Lat e, es och e3 vara tre vektorer i rummet som inte ligger i
samma plan. Da kan varje vektor u i rummet skrivas pa formen

u = zrie; + re€y + T3€3

med entydigt bestamda tal z1, xs, x3.

Bevis: Lis sjalv (s. 30-31). [

Definition 8. Om ey, e, ar icke-parallella vektorer i planet ségs e, e; vara
en bas for vektorerna i planet.

Om ey, ey, €3 ar tre vektorer i rummet som inte ligger i samma plan, ségs
e, ey, ez vara en bas for vektorerna i rummet.

I det forsta fallet skrivs u = (xy, 2) i stéllet for u = z1e; + z9e5. De entydigt
bestdmda tal z1, xo fran Sats 2.2 kallas koordinaterna for u med avseende
péa basen e, es. Pa samma sétt skrivs u = (x, 29, x3) i rummet.

Exempel 5. 0 =(0,0) ty 0 =0e; +0ey, e; = (1,0) ty e; = 1 e; + 0 ey och
€y = (0,1) ty €9 :0el—l—1e2.

Riknelagar: [ planet géiller (xy,22) + (y1,92) = (1 + y1,22 + y2) och
Mz, 9) = (Ax1, Ax2). Motsvarande géller for vektorer i rummet.

Exempel 6. Om u = (1,2) och v = (4,2) galler

u+v=(1,2)+(4,2) =(5,4), och 2u=2(1,2)=(2,4).
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2.4 Linjart beroende och oberoende vektorer

Definition 9. Lat u;, u,, ..., u,, vara vektorer. Ekvationen

Aug + Aus + ...+ A, =0 (1)
har 16sningen A\; = Ay = ... = A, = 0. Vi har da precis ett av foljande tva
fall:
(a) Detta ar den enda losningen till (1). Vektorerna uy, ug, ..., u,, kallas da

linjdart oberoende.

(b) Det finns en losning Ai, Ag, ..., Ay, till (1) sa att minst ett A\; # 0. Vek-
torerna uy, Uo, ..., u,, kallas da linjdrt beroende.

Anmairkning. (En vektor) Om m = 1 blir ekvationen \yu; = 0. Om u; =0
ar Ay godtycklig, dvs. u; = 0 ar linjart beroende. Om u; # 0 erhélls \; = 0,
dvs. u; ar linjart oberoende. Alltsa géller

u; ar linjart oberoende <= u; # 0.
Exempel 7. Ar vektorerna u; = (—5,2) och uy = (3, —1) linjirt beroende
eller linjart oberoende?
Losning: Vi har
)\1111 + )\2112 =0« )\1(—5, 2) + )\2(3, —1) =0

A (—5/\1, 2)\1) + (3/\2, —/\2> = (O, 0)
<~ (—5)\1 + 3)\2, 2)\1 - )\2) == (O, O)

=5\ +3X = 0 2

<:>{ 2)\1 —)\2 :03

13 = 0
@) = 0

varfor Ay = Ay = 0 ar den enda l6sningen till (1). Vektorerna u; = (-5, 2)
och uy = (3, —1) ar alltsa linjdrt oberoende.

Exempel 8. Ar vektorerna u; = (—6,2) och uy = (3, —1) linjirt beroende
eller linjart oberoende?



Losning: Vi har
AUy + Aug = 0 <— >\1<—6, 2) + )\2(3, —1) =0
<~ (—6)\1, 2)\1) + (3)\2, —>\2) = (O, O)
< (—6)\1 + 3)\2, 2)\1 — )\2) = (0, 0)

— —6A1 +3X2 = 0 3
2)\1 - /\2 - 0 j
. { 13 = 0

0 =0

Vi far parameterlésningen (A1, \y) = (%t,t), t € R, sa A\ = \y =0 ar inte
den enda lésningen till (1). Vektorerna u; = (—6,2) och uy = (3,—1) ar
alltsa linjdrt beroende.

Anmarkning. Observera att i bada Exempel 7 och Exempel 8 fas ett ho-
mogent linjart ekvationssystem, dar antalet obekanta &r samma som antalet
vektorer. Detta géller dven allmént. Speciellt finns det odndligt manga 16s-
ningar i fall (b) i Definition 9.

Definition 10. En linjirkombination av vektorerna vy, vs, ..., Vv, ar en vek-
tor v av formen
V:)\1V1+)\2V2+...+)\nvn

dar Ai, A9, ..., A, ar reella tal.
Anmairkning.
(1) Om u; # 0 géller
v ar en linjarkombination av u; <=
v = A\ju; for nagot Ay <= v | u;.
Om u; = 0 géller
v ér en linjirkombination av 0 <=
v = )10 for nagot \; < v =0.

(2) Om uy §f uy géller

v ar en linjarkombination av uy, uy <=
vV = A1u; + Aouy fOr nagra A, Ay <

v ligger i planet som spéanns upp av u; och u,.
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Sats 2.5 (Linjart beroende/oberoende, alternativ) Vektorerna uy, us, . .., u,,
ar linjart beroende <= En av vektorerna u, u,,...,u,, ir en linjarkombi-
nation av de ovriga.

Exempel 9. (Tva vektorer)

e

2

Vektorerna ovan ar linjdart beroende: uy = —2u; <= 2u; + uy = 0.

v

u;

Vektorerna ovan ar linjdrt oberoende: Vi har u; # Aug och ug # Au;. Alter-
nativ: Enda 16sningen till A\ju; + Aouy =0 ar Ay = Ay = 0.

Anmairkning: u;, uy linjirt beroende <= wu; || uy (parallella).

Exempel 10. (Tre vektorer)

Vektorerna ovan ar linjart beroende:
u; = luy 4+ 2u3 <= 1lu; + (-1)112 + (-2)113 = 0.

Figuren nedan ar i 3D, dvs de tre vektorerna ar vektorer i rummet:



Us
us

u

Vektorerna ovan ar linjdrt oberoende: Vi har uy # \ug 4 pug, us # Aug + pus
och uz # Au; + pusy. Alternativ: Enda 16sningen till Aju; + Asug + A3us =0
éir)\1:>\2:/\3:0.

Sats 2.4 (Bassatsen):
(1) Tva vektorer u, v ér en bas i planet <= u, v ér linjart oberoende.
(2) Tre vektorer u, v, w ar en bas i rummet <= u, v, w ar linjart oberoende.

(2’) Tre vektorer u, v, w i rummet ligger i samma plan <= u, v, w ar linjart
beroende.
(3) o Fler én 2 vektorer i planet &r alltid linjért beroende.
o Fler an 3 vektorer i rummet ar alltid linjart beroende.
Bevis: (1) foljer av Anmérkningen forra Exempel 10.
Pastaenden (2') och (2) ar ekvivalenta enligt definitionen av en bas. Lés
sjalv bevisen for (2) sida 35 i laroboken.

(3) foljer av satsen om underbestamda homogena linjéra ekvationssystem.
|

Exempel 11. Vektorerna (—5,2), (3, —1) &r en bas i planet.
Exempel 12. Vektorerna (—6,2), (3, —1) ar inte en bas i planet.
Lés sjalv Exempel 2.7-2.10, sida 34-37. §2.5 ingéar ej.
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