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Kapitel 1: Linjara ekvationssystem

Lertavlan VAT 8389 (ca. 1800 f.Kr.)

Definition 1. En linjdr ekvation ar en ekvation av typ

tal - obekant + tal - obekant + ... + tal - obekant = tal.

Exempel 1. Ekvationen 2z + 3y = 5 &r linjar. Ekvationen zyx9 + 323 = 5
ar inte linjar.

Definition 2. Ett linjdrt ekvationssystem ar ett system av linjara ekvationer.

Exempel 2. Ekvationssystemet

r +y = 1800
%x —%y = 500

fran lertavlan VAT 8389 &r ett linjart ekvationssystem. Hur 16ser man detta?
Svar: Med hjilp av systematisk elimination (Gausselimination).
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Exempel 3 (=Exempel 2 igen).

x + y = 1800 PN r + y =1800 -4
%x _%y = 500 (-6) 4r —3y = 3000
@ +vy = 1800
— { = —4200
Systemet ar nu pa trappform. Vi anvander sedan atersubstitution.:
—4200
y=——— =600, x=1800—y = 1800 — 600 = 1200.

Vi far entydiga losningen (x,y) = (1200,600). Delvis kontroll fas genom
insattning i det ursprungliga ekvationssystemet

r+ y = 1200 + 600 = 1800
2r—4y = 2.1200 — $-600 = 500

Geometriskt representerar ekvationssystemet skdrningen mellan tva linjer i
planet (z +y = 1800 <= y = —z + 1800 och %x—%y =500 <= y =
sz —1000).

2000 ¢, 20 — Ly = 500
1000 |

Xz

50 1000 1500
24y = 1800

—1000
/

Ekvationssystemet i exemplet kallas kvadratiskt da det finns lika manga vill-
kor (ekvationer) och obekanta. Som tumregel har sadana ekvationssystem
entydig losning som i detta exempel.

Elimination i storre ekvationssystem hanteras pa samma sétt.



Exempel 4.

v -8y + z = 22 r =2y +z = 8 -2 13
20 3y +4z = 20 j 2z 3y +4z = 20 :
22

r =2y +z = 8 3r -8y + z =
@ -2y +z = 8 @ -2y +z2 =8
= y +2z = 4 2 @ +2z =4
—2y —2z = =2 J 2» = 6

Systemet &r nu pa trappform. Atersubstitution ger
z=0=3 y=4-2:=4-23=-2, 1 =8+2y—2=8+2(—2)-3=1.

Vi far entydiga 16sningen (x,y, z) = (1, —2, 3). Delvis kontroll:

3r—8y+ z = 3-1 — 8-(-2) + 3 = 22
20 —3y+4z = 2-1 — 3-(-2) + 4-3 = 20
r—2y+ z = 1 — 2-(=2) + 3 = 8

Tillatna radoperationer:
« Byte av tva ekvationer.
o En ekvation multipliceras med ett tal # 0.

o En ekvation multipliceras med ett tal och adderas till en annan ekva-
tion.

Sats: De tillatna radoperationerna andrar inte pa losningen till ett linjart
ekvationssystem.

Metod till 16sning av ett linjart ekvationssystem:
1. Systematisk elimination m.h.a. tillatna radoperationer.
2. Atersubstitution.

3. (Delvis kontroll.)



Steg 1 och 2 kallas tillsammans Gausselimination.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Exempel 5.
r — 4y + 6z = 3 -4 43 @ —4y +6z
dr —14y +30z = ) J — 2y +62z
—3x +13y —15z = —13 y +3z
@ -4y +6z = 3
= @y +6z = -7
0 = -1
Lisning saknas! Kontroll dr inte mojlig.
Exempel 6.
-3r +9y -6z = — 3 (—%) xr =3y +2z
2c =5y 42z = — 6 = 20 —dy +2z
—3x +7y —2z = 13 —3x +7y —2z
@ -3y +2z = 1 @ -3y +2z2 =
= y —2z = —38 2 = @ —2z =
—2y +4z = 16 J 0 =

Med z =t erhalls

y=—8+2z = —8+2t, r=143y—2z=1+3(-8+2t)—2t =

Odndligt manga l6sningar (parameterlosning):

(x,y,2) = (—23 4+ 4t, =8 + 2t,t), t € R godtycklig parameter.
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Delvis kontroll:

—3x+9y—6z = —3(—23+4t) +9(-8+2t) —6t = — 3
20 —by+2z = 2(—23+4t) —5(—-8+2t) +2t = — 6
—3r+Ty—22z = —3(-23+4t) +7(-8+2t) -2t = 13

Losningstyper for linjira ekvationssystem

Sats: (0/1/00) Ett linjért ekvationssystem har antingen
(0) Ingen losning (Exempel 5), eller
(1) Entydig losning (Exempel 3 och 4), eller

(00) Odndligt manga losningar = parameterlosning (Exempel 6).

Homogena linjira ekvationssystem

Definition: Ett homogent linjart ekvationssystem ar ett linjért ekvationssy-
stem dar samtliga hogerled ar 0.

Exempel 7. Ekvationssystemet

r1 + 3x9 —2x3 + bxy =
— T + X2 —4%3 +15JI4 =
2017 + 4x9 — x3 =
4xry +10xs —dxgy +10x4y =

o O OO

ar homogent. Observera att 1 = x5 = x3 = x4 = 0 ir en l6sning. Finns det

fler?
r1 + 39 —2x3 + dry = 0 1 1—2 1—4
—r1 + x9 —4x3 +1bxy = 0
21’1 + 433'2 — I3 =0
41’1 +10$2 —5x3 +1OI4 =0

@ ‘|‘3ZE’2 —21‘3 + 5?[)4 = 0
4xy —6x3 +20xy = O

—2x9 +3x3 —10xy = O
—21’2 +31’3 —101’4 =0
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+3.’L’2 —2333 + 5.%’4 =0
—6l’3 +2OJI4 =0
0 =0
0 =0

Med z3 = s och x4 =t galler

Ty = i (6x3 —20z4) = %s — 5t

T = =31y + 25 — 5z4 = —3 (35 — 5t) + 25 — 5t = —3s + 10t
dvs. vi far parameterlosningen

(21, T2, T3, 24) = (—gs + 10t, %s — bt, s, t) , 8,1 € R godtyckliga parametrar.

Sats: (Homogena system, 1/00) Ett homogent linjart ekvationssystem har
antingen

(1) Entydiga losningen 21 =z = ... =z, = 0, eller

(00) Oédndligt manga losningar = parameterlosning (Exempel 7).

Sagt annorlunda: Ett homogent linjart ekvationssystem har alltid den trivi-
ella losningen x1 = x9 = ... = x, = 0. Om detta ar den enda loésningen ar
vi i fall (1), annars &ar vi i fall (c0).

Underbestamda linjara ekvationssystem

Definition: Ett underbestamt linjart ekvationssystem &r ett linjart ekva-
tionssystem med fler obekanta dn ekvationer.

Sats: (Underbestdmda system, 0/00) Ett underbestamt linjért ekvationssys-
tem har antingen

(0) Ingen l6sning, eller
(00) Odndligt ménga 16sningar = parameterlésning.
Sats: (Underbestamda homogena system, co) Ett underbestdmt homogent
linjart ekvationssystem har alltid

(c0) Oédndligt manga losningar = parameterlosning.



