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1. Svar:a) 12 b) c)ln2 d)In3

ul| oo

Losningsforslag:

8 8
a) J Vxdx = Ex%] = 2(16—0) =12
0

b) Variabelsubstitutionen t = 3 — x ger att

Jx’—3—xdx:[t:3_x’ x=3-t, dx=(-1) dtl J‘ 35— OVi-(<1)dt

x=2=>t=1, x=3=>t=0

— J:(3\/?—t\/¥)dt = [21‘3/2 2t5/zl _,-2.8%

5 5 5

4 4 4
c) J X dx:lJ- 2% dx:%[ln(x2+4)] :%(ln20—ln5):ln2
-1

1 x%+4 2 ), x*+4

d) Via partialbraksuppdelning erhalles att

8 8 8
! dx = s dx = L dx
3 x2—4 3 (x=2)(x+2) 3 \x—2 x+2

8
= [ln|x—2|—ln|x+2|] =In6-In10-1In1+1In5=1In3.
3

2. Svar:a) p(x) =x+Vx b)y(x)= 2—cos(x2)

Losningsforslag:
a) Division med 2x ger att

y

7 ) 1
2xy'—y=x < "7

Via multiplikation med den integrerande faktorn e~(n*)/2 = 1/\/§ erhélles att

oy vy oy i(y 1
YT T2 Vi 2xyx 2% dx\Vx| ~ 2vx

= \/_ J—dx_\/Z+C & y=x+Cvx,

dar C € R. Begynnelsevillkoret y(1) = 2 innebar att

2:1+C\/I — C=1.



Salunda har begynnelseviardesproblemet l6sningen

v(x) = x + Vx.

b) Omskrivning och integrering ger att

yy’:xsin(xz) = y%:xsin(xz) = Jydy:fxsin(xz)dx
2

— 7:—%cos(x2)+C = y2=B—COS(x2),

dar C e R och B = 2C. Begynnelsevillkoret y(0) = 1 implicerar att
12 = B—cos(Oz) & B=2

Begynnelsevardesproblemet har foljaktligen losningen

Y(x) = {J2 - cos(xz).

2
. Svar: a) T b) t(t—2)

Losningsforslag:
a) Med skivformeln erhélles den sokta volymen av integralen

7/2 /2 ) /2
1 2 )
nf coszxdx:nj L4cos(2%) ] X $in(2%)
0 0 2 > 1 ;

2

e e
=n|{—+0-0-0|=—.
(3 +0-0-0) =%

b) Rorformeln ger att den sokta volymen &r

/2 /2
/2 T /2
27 xcosxdx =27 [xsinx]n - 1-sinxdx|=2mn ——0—[—cosx]n
0 0 0 2 B

- 27{(% —(0+ 1)) — nt(r-2).

. Svar: p(x) = (x +2)e* —e >

Losningsforslag:
Det karakteristiska polynomet 72+r—2 har nollstéillena -2 respektive 1, och dirmed
ar den allmanna losningen till motsvarande homogena differentialekvation

vy = Cre > + Cye?, Ci,Cr eR.
Med ansatsen y, = z(x)e* = ze* ar
vy = (z' - z)ex,

y[;’ = (z" +27" + z)ex,



vilket vid insattning i differentialekvationen ger att
(z" +272'+ z)ex + (z' + z)ex -2ze* =3¢ < z"+37'=3.
Ansatsen z, = Ax, dar A € R, ger vid insattning (med z, = A och z; = 0) att
0+3A=3 < A=1.

Sélunda har vi partikularlosningen y, = xe*, och det foljer att den allmanna 16s-
ningen till differentialekvationen ar

Y=Yty = Cie ¥ + (x + Cy)e, Ci,Cr eR.
Derivering ger att
y' =-2C1e + (x+ Cy+1)e".
Fran begynnelsevillkoren y(0) = 1 och y’(0) = 5 erhalles att
C1+C2 =1 C1+C2:1 Clz—].
= —
—2C1+C2+1:5 —2C1+C2:4 C2:2.
Losningen till begynnelsevardesproblemet ar alltsa

D(x) = —e "+ (x +2)e".

3
. Svar: a) 2x—2x2—%+x4; f@0)=24 b)4n-V3

Losningsforslag:
a) Nedan betecknar By, B,, B3, B4 samt Bs funktioner som ar begriansade i en om-
givning av 0. Fran kdnda Maclaurinutvecklingar har vi att

t 2 2y
e=1+t+—+—+1t*By(t),

t3
sint = t—€+t5B2(t),

och darmed ar

—x)2  (=x)3 2 3
e¥=1-x+ ( ;C) + ( 2) +(=x)*By(-x)=1-x+ %—%+x4B3(x)
och
2x)° 4x3
sin(2x) = 2x — ﬂ +(2x)°B,(2x) = 2x — % + x°By(x).

Salunda galler att

2 .3 4x3
f(x)=e*sin(2x) =1 —-x+ % - % +x4B3(x))(2x— % +x°By(x)

4x3 4x* x* x3
=2x— T—2x2+ =5 +x3—?+x535(x) = 2x—2x2—?+x4+x535(x),



varav det (enligt entydighetssatsen for Maclaurinutveckling) foljer att Maclaurin-
polynomet till f av ordning 4 ges av

3
X
2x—2x2—§+x4.

Koefficienten framfér x* i detta polynom ges av f(4)(0)/4!, och foljaktligen ar

=1 = [fW0)=4'=24

b) Skidrningspunkterna mellan kurvorna y = 6/(1 + x2) och y = x?/2 bestims av att

6 2
1+2:x? e *ix2-12=0
X

x>=3 (eller x? = —4)

x=+V3,

—
—

V3 V3 ;

Den sokta arean ges av integralen

NE x:)dx:[émx_x_;f et (1) e

vsl\l+x2 2 \3 3 2

. Svar: Iskuben ar borta fem timmar efter att den borjat smalta.

Losningsforslag:

Lat V(t), A(t) och s(t) beteckna iskubens volym, begransningsarea respektive sid-
langd (i lampliga enheter) efter tiden ¢ timmar, dar ¢t = 0 svarar mot tidpunkten da
smaltforloppet startar. D& dr V = s% och A = 652, och sdlunda giller att

V =-kA (53)/ =k 65> & 35’5’ =-6ks’® < s =-2k
= s==-2kt+C,

dar k > 0 ar en proportionalitetskonstant och C € R. Later vi s(0) = s sa ar C = s,
och darmed erhélles att

s(t) = sg— 2kt.



Eftersom

(5(1))3 = V(1)=0,512V(0) = 0,512s] = 6l s(1) = =s,,

1250
sa maste
4

so-2k=s(l)=zs < 2%k =20

Detta innebar att
S0 t
t) =sg— 2kt = ——t:S(l——).
s(t) = sg 50 5 0 5

Om t; betecknar tidpunkten dd iskuben forsvinner sa galler att

t
OZS(tl):So(l—gl) — t1:5,

vilket betyder att iskuben har smalt bort efter fem timmar.



