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7 1
1. Svar: a) > b) 2 )6 d)(2x—4)"?+C (CeR)
Losningsforslag:

2 2
a) fl (3x—4)3dx = [f—8<3x—4>6]1 - Liea-1)=2

b)f 4 B\l 4 31,343 1
p\xt X3 )T 33 242 6 3 2 24

c) Variabelsubstitutionen t = cos x ger att

T 2\ . t=cosx, (—1)dt=sinxdx
(3+4cos x)smxdx:
—n/3 x=-n/3=>1t=1/2, x=n=t=-1
311/2

= f_1(3 +48%)-(-1)dt = 11/2(3 +4¢%)dt = [3t + 4%

1 -1

d) Via partialintegrering erhalles att
Jxexﬁdx = x-2eX/2—f1 2% dx = 2xe¥? — 4% + C = (2x - 4)e/? + C,

dar C e R.

2. Svar: y(x) = e *(3cosx + 2sinx) + 2x — 2
Losningsforslag:
Det karakteristiska polynomet r2+2r+2 har nollstillena —1 +1, och dirmed 4r den
allmédnna l6sningen till motsvarande homogena differentialekvation
vy =e *(Cycosx + Cysinx), C;,CreR.

Ansatsen y, = Ax + B, ddr A, B € R, ger vid inséttning (med y}’, = A och yl',’ =0) att

0+2A+2(Ax+B)=4x << 2Ax+2A+2B=4x

2A =4 A=2
=
2A+2B=0 B=-2.
Sélunda har vi partikuldrlosningen y, = 2x — 2, och det foljer att den allmédnna

losningen till differentialekvationen ar

Y=9p+y,=¢ (Cicosx+Cysinx)+2x -2, C;,CreR.



Derivering ger att
v = e_x((—Cl +Cy)cosx+ (—C; — Cz)sinx) +2.
Fran begynnelsevillkoren y(0) = y’(0) = 1 erhalles att
c, -2=1 C, =3
—
—C1+C2+2:1 C2:2.

Losningen till begynnelsevardesproblemet ar alltsa
p(x) = e *(3cosx + 2sinx) + 2x — 2.
3. Svar:a) wIn3 b) 24n

Losningsforslag:
a) Med skivformeln erhalles den sokta volymen av integralen

8 1 2 8 1 8
e dx =1 dx:n[ln|x+1|] =7n(In9-1In3)=mIn3.
L(VJHI) J; x+1 2 ( )

b) Rorformeln ger att den sokta volymen &r

8 x t=Vx+1, x=t>—1, dx=2tdt
27 dx =
2 Vx+1 x=2=t=V3, x=8=1t=3
3t2—1 3 t3 3
:27ZJ- -tht:4nj (t2—1)dt:4n——t]
Vot V3 > v
:4n(9—3—\/§+\/§):247z.

4. Svar: a) y(x) b) v(x) = x(Inx)?

T xZix+1
Losningsforslag:
a) Omskrivning och integrering ger att

0 1d
y +(2x+1)p*=0 E 8 o

— J(—}%)d;} = J(2x+ 1)dx

1 1
= —=x*+x+C &= vyp=

x2+x+C’

dar C € R. Notera att vi, pa grund av begynnelsevillkoret y(0) = 1, kan anta att
y # 0 i utrdkningen ovan. Villkoret implicerar att

1
T:02+O+C — C=1.



Begynnelsevardesproblemet har foljaktligen l16sningen

1

Y= Era T

b) Division med x ger att

xy'—y=2xlnx — y' - % =2lnx.
(Eftersom uttrycket Inx forekommer i differentialekvationen ar det underforstatt

att x > 0.) Via multiplikation med den integrerande faktorn e~!"* = 1/x erhalles att

y’—2:2lnx — y__%:ﬂnx
X X X X
— i(;_)):Zlnx — Z:JZIHde.
dx\x X X X
Berakningen
2lnx t=Inx ) 5
Jde_ldt:(l/x)dxl_fztdt_t +C=(Inx)"+C,

dar C e R, leder till att

% =(nx)’+C Y= x(Inx)? + Cx.

Begynnelsevillkoret y(1) = 0 innebar att
0=1-(In1)>’+C-1 < C=0.
Salunda har begynnelsevardesproblemet l6sningen

y(x) = x(Inx)2.

. Svar:a) -9 b)In3

Losningsforslag:
a) Nedan betecknar By, B,, B3 samt B, funktioner som &r begrdansade i en omgiv-
ning av 0. Fran kdnda Maclaurinutvecklingar har vi att

2
cost=1- > + 4By (1),

el =1+1t+1t2By(t),

och darmed ar

(3x)? 9x2

cos(3x)=1- +(3x)*B;(3x)=1- - +x*B;(x)



och
2 2\2 2 2
x2/2 _ 1 X B X\ 1 X 4B
e +2+(2) 2|5 R a(x).
Salunda galler att

1 —cos(3x) 1- (1 ~9x%/2+ x4B3(x)) _ 9x%/2 — x*B;(x)
1-e¥/2  1_ (1+x2/2+x*B4(x)) —x?/2 = x*By(x)

9/2 —x*B 9/2-0
= / X S(X) —> / :—9, dax—0.
—1/2 — x2By(x) -1/2-0

b) Tredjegradspolynomet i integrandens namnare har nollstdllena 0, —1 respektive
—2, och faktoriseras dirmed som x°+3x?+2x = x(x+1)(x+2). Via partialbraksupp-
delning erhadlles att

S Sxed (% 3x+d (N2 11
5 x¥34+3x2+2x )y x(x+1)(x+2) ), \x x+1 x+2
]2
XZ

= lim|In| ——|+In3|=In1+1n3 =1n3.
X—>o0 X2+3X+2

X
x?2+3x+2

= [21n|x| —In|x + 1| - In|x + 2|] = [ln
2

. Svar: p(t) = 9—6e /1 kg

Losningsforslag:
Lat y(t) beteckna mangden salt (i kilogram) som finns i tanken efter tiden t minuter
fran att processen startat. Da uppfyller y differentialekvationen

3
V'=012-5-2.5 e y+L=2.
75 15 5
Multiplikation med den integrerande faktorn e*/1> ger att

3 d 3
yetl15 4 L o5 _ 2 i1 (yet/IS) _ D t/15

T 15°¢ 5¢ dat 5

3
pet/15 = Jget/lS Jt = 9et/15 4 C

= yp=9+Ce 15,

dar C € R. Begynnelsevillkoret y(0) = 0,04-75 = 3 innebar att C = —6 och darmed
galler att

p(t) =9 —6e715,



