Kapitel 11
Topologi och Matteori

Detta kapitel kommer att behandla de matematiska begrepp fran topologin och matt- och
sannolikhetsteorin som &ar nédvindiga. Genomgangen blir naturligtvis av 6verskadlig karak-
tar; vi kommer inte att bevisa satser och vi kommer att ta kortast mojliga vig till viktiga
resultat och anvinda enklast méjliga exempel for att illustrera olika begrepp. I avsnittet om
topologin kommer bara att behandlas metriska rum eftersom vi i fortsdttningen inte behover
allménna topologiska rum. Den intresserade hinvisas till larobocker i &mnet ( Simmons 1963,
Rudin 1987). I avsnittet om méattteori behandlas huvudsakligen sannolikhetsméatt, for en
utforlig behandling av matteori se Dudley 1989, Rudin 1987, och for sannolikhetsteori tex
Williams 1992.

1 Topologi

Lat A vara en delméngd till R. Om det finns ett tal « € R s& att z < « for varje z € A
sigs a vara en Ovre grans av A.

Definition 1 Om det finns ett tal & € R sa att
e « &r en Gvre grans till A,
e Om v < « sd &r «y inte en dvre gréans till A, dvs d& finns det ett z i A s& att z > =,

ar uppfyllda, kallas o den minsta 6vre grénsen till A eller supremum av A. Vi skriver da
a = sup A. Pa analogt sétt definieras den storsta undre grénsen eller infimum, 3, av A. Vi
skriver d& 8 = inf A.

Exempel 1 sup([0,1]) = sup([0,1)) = 1.

Lat f vara en funktion fran nidgon méngd 2 till R;
f:Q— R.

Da skriver vi

ilelgf(ﬂf) :=sup{f(z) : x € Q} = sup ().

1.1 Metriker, 6ppna och slutna méangder och konvergens

Vi ska nu definiera ett avstandsmatt i €.

Definition 2 Lat €2 var en méngd. En metrik pa € ar en funktion
p:OAIxOQ—-R

sadan att

e p(z,y) > 0 med likhet om och endast om =z =y,
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70 11. Topologi och Matteori

o 0(z,) = ply,7) (symmetri)
e p(x,y) < p(x,2) + p(z,y) (triangelolikheten).

En metrik méter alltsa avstand mellan tva punkter i médngden . € kan vara en méngd
av reella tal, av vektorer, av funktioner, av stokastiska variabler .. . En méangd forsedd
med en metrik kallas ett metriskt rum, vi kallar alltsa paret (€2, p) ett metriskt rum. Olika
metriker definierar olika metriska rum, som kan ha véaldigt olika topologiska egenskaper.

Exempel 2 Pa R r p(z,y) = |r — y| en metrik. Pa R3 &r

pl,y) = \/(er — )2 + (22— 12)? + (23 — y3)2,

en metrik. Pa Q = {begrénsade, kontinuerliga funktioner: R — R} &r

p(x,y) = sup|z(t) — y(t)|,
teR

en metrik.

Lat nu (€2, p) var ett metriskt rum. Lat x vara en godtycklig punkt i © och lat » > 0. Da
definierar vi det 6ppna klotet B, (x) kring x med radie r som

Br(z) :={y € Q: p(z,y) <r}.

Exempel 3 T R forsett med p(x,y) = | — y| ges det ppna klotet kring  med radie r av
intervallet B, (x) = (z —r,x + 7).

Definition 3 Lat (€, p) vara ett metriskt rum. En delméngd A av ) sigs vara éppen om A
kan skrivas som en union ( ej nédvandigtvis uppréknelig ) av 6ppna klot, eller ekvivalent,
om kring varje x 1 A kan ldggas ett klot som &r innehéallet i A.

Exempel 4 T R forsett med p(z,y) = |z — y| ar (0,1) 6ppen, och (0, 1] &r ej 6ppen.

En delméngd B av ) sdgs vara sluten om dess komplement B¢ dr 6ppen. Det ar da klart
att ett godtyckligt snitt av slutna mangder ar slutet.

Exempel 5 Det slutna klotet
{yeQ: plr,y) <r},

ar slutet i det metriska rummet (€2, p), ty dess komplement
{yeQ: pla,y) >r},

ar oppen.

Om vi har ett avstandsmatt kan vi ocksa definiera nir en sekvens av punkter konvergerar
mot en punkt.

Definition 4 Lat (€2, p) var ett metriskt rum och lat {z,} vara en sekvens i §2. Vi séger att
{zn} konvergerar mot x € Q om

e Till varje € > 0 finns ett ng sa att om n > ng ar p(x,, ) < e,
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eller ekvivalent,
e Till varje klot B.(z) finns ett ng sa att om n > ng géller att =, € Be(x).
Vi skriver da x,, — x; n — 00, eller x = lim,,_ oo xp.
Vi kan nu gora en andra ekvivalent definition av slutna méngder i metriska rum.
Sats 1 B é&r slutet i (€2, p) om och endast om B innehaller alla sina granspunkter.

En foljd av satsen dr att av en godtycklig delmédngd B av ett metriskt rum, kan vi alltid
gora en sluten mangd genom att bilda

B = B U {B’s griinspunkter}.

B kallas slutna holjet av B och &r den minsta slutna mingd som innehaller B, och kan fas
som snittet av alla slutna méngder som innehaller B. Randen av B definieras som B N B¢.

Definition 5 Lat (£, p) vara ett metriskt rum och {z,, } en sekvens i Q. Definiera limesinferior
respektive limessuperior av {x,} som

liminf := sup inf x,,.
Tpn—00 n>1m2n

limsup := inf sup .
Ly —00 n>lm>n

Observera att eftersom h,, = inf{z,,xnt1,...} &r vixande och vixer mot SUp,>1 Mn =
liminf,,_ o x,, kan vi ocksé skriva

liminf z,, = lim inf z,,.
n—oo n—oom>n

Analog formel géaller naturligtvis for limessuperior. Det ar klart att det alltid géller att
liminf x,, < limsup z,,.

Exempel 6 Ett exempel pa nér vi har strikt olikhet &ar
{zp} ={1,-1,1,-1,...},

da liminfz,, = —1 < 1 = limsup z,,.

Det dr latt att se att sekvensen {z,,} konvergerar om och endast om liminf z,, = lim sup z,,.

1.2 Cauchy-foljder och fullstéandighet

Om nu (9, p) ar ett metriskt rum och {z, } konvergerar mot = € (2, sa géller att for godty-
ckliga heltal n,m

PtnsTm) < (s 3) + pla, Tm)-
Detta medfor att for varje € > 0 finns ng och mg s& att om m > mg, x > ng sa ar

(T, ) < €/2+€/2 =¢.
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Definition 6 En f6ljd {z,} i ett metriskt rum (€2, p) som satifierar att for varje ¢ > 0 finns
ng och mg sa att om m > mg,n > ny

P(ﬁm xm) <,
kallas en Cauchy-foljd.
Vi har visat att varje konvergent f6ljd ar en Cauchy-foljd. Konvergerar Cauchy-foljder alltid?

Exempel 7 Lat Q = (0, 1] utrustad med | - |-metriken, och betrakta foljden {x,} = {1/n}.
D& ar {z,} en Cauchy-foljd men z,, konvergerar inte mot nagot x € Q.

Definition 7 Ett metriskt rum (€2, p) dar varje Cauchy-foljd konvergerar kallas ett full-
standigt rum.

Nasta resultat ar ofta anvandbart.

Sats 2 Om (£, p) ar ett fullstandigt metriskt rum och 4 ar en delméngd av Q, s& ar (4, p)
fullstdndigt om ech endast om €2; &r sluten.

Detta medfor att av en delméngd €2 till ett fullstindigt metriskt rum kan vi alltid gora ett
fullsténdigt rum genom att ta slutna holjet 1 av 5.

Exempel 8 Ett viktigt exempel pa ett fullstindigt metriskt rum ar R forsett med | - |-
metriken. Enligt ovanstaende sats ar da (0, 1] inte fullstdndigt medan [0, 1] &r det.

Vi ska se fler exempel pa viktiga fullstindiga metriska rum i avsnittet om matteori.

1.3 Kontinuitet

Ett viktigt begrepp i topologin &r kontinuitet av funktioner. Lat (1, p1) och (Q2, p2) vara
tva metriska rum och lat

[ — Qo
vara en funktion. Till en godtycklig delméngd A; C Q1 kan vi da definiera bildméngden
f(A) ={f(@): 2 € A1} CQ,

och till en godtycklig delméngd Ao C o kan vi definiera inversa bilden
fﬁl(Ag) = {a: U f((l:) € AQ} c .
Definition 8 Lat x € 2; vara en godtycklig punkt. Da sédgs f vara kontinuerlig i « om,

e till varje € > 0 finns § > 0 sa att

p1(3:,y) <0= pQ(f(«T),f(y)) <,

eller, ekvivalent,

e till varje klot B.(f(z)) finns ett klot Bs(z) s& att

f(Bs(z)) € Be(f (),
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eller, ekvivalent,

e for varje sekvens {z,,} som konvergerar mot z giller att { f(x,)} konvergerar mot f(x).

Definition 9 f ségs vara kontinuerlig om,
e f &r kontinuerlig i varje punkt x
eller, ekvivalent
o f1(A) dr Sppen i Q for varje A 6ppet i Q.

Foregaende definition knyter samman begreppen kontinuerliga funktioner och 6ppna méngder;
kontinuerliga funktioner ar alltsd de funktioner som drar tillbaka 6ppna méngder pa 6ppna
mangder.

1.4 Rum av funktioner

Vi kommer hér att titta pa rum av funktioner, pa vilka vi kommer att definiera addition
och multiplikation med skaldrer sa att rummen av funktioner blir linjéra.

Definition 10 Ett linjért rum € &r ett rum dér addition  + y mellan tva element i rummet
ar definierad sa att

e rt+y=y+uz,

ez +(y+z)=(x+y) + 2

e det finns ett nollelement 0 s& att x + 0 = x for alla x € Q,

e till varje x € () finns ett element o € €2 s& att x + a = 0; vi betecknar detta med —z,
och multiplikation cx med skalérer (i detta fall reella tal ) s& att

e a(z+y) =ax+ay,

(a+ Bz = ax + ay,
(aB)z = a(fx),

o lxr ==z.

Exempel 9 R forsett med de vanliga riknereglerna #r ett linjért rum, R? forsett med ko-
ordinatvis addition och koordinatvis multiplikation med skalérer ar ett linjart rum. Q =
{funktioner :R — R} forsett med

(z +y)(t) = () +y(t), (ax)(t) = a-x(t),
ar ett linjart rum.

Ett normerat linjart rum € ar ett linjart rum forsett med en norm, dvs en funktion
-1 2—R,

sadan att
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e ||z|| > 0 med likhet om och endast om x = 0,
o [lz+yll < llzl[ +[lyll;
o [Jaz|| = |af - |lx]],

Exempel 10 Rummet §2 = {funktioner :R — R} forsett med

||| = sup |(t)],
teR
ar ett normerat linjart rum. || - || kallas supremumnormen.

Genom att definiera
pl,y) = [lz —yll;
blir p en metrik, sa ett normerat linjart rum &r alltid ett metriskt rum.

Definition 11 Ett normerat linjart rum 2 som &ar fullstédndigt betraktat som ett metriskt
rum kallas ett Banach-rum.

Exempel 11 Rummet av kontinuerliga och begriansade funktioner :R — R forsett med
supremum-normen ar ett slutet linjart rum, och alltsa ett Banach-rum.

Definition 12 Ett Hilbert-rum ar ett Banach-rum vars norm fas ur en skalarprodukt, dvs ur
en funktion

() :QxQ—R,
sidan att
o (azx + By, z) = oz, 2) + B(y, 2),
e (z,y) = (y,7),
o (z,z) = |||

Ett Hilbert-rum &r alltsd ett normerat linjart rum forsett med skaldrprodukt som &ar full-
standigt betraktat som ett metriskt rum. Vi kommer att se ett viktigt exempel pa Hilbert-
rum i matteorin.

Sats 3 I varje Hilbert-rum géller
(@, )| < =[] - [[yl]-
I Hilbertrum kan man prata om projektioner och déar géller projektionssatsen.

Sats 4 Om € ar ett Hilbertrum och € &r ett slutet linjart underrum, sa ar €y fullstdndigt
sa att €21 ar ocksa att Hilbertrum. Lat nu x vara en godtycklig punkt i 2. Da kan x pa ett
entydigt sétt skrivas som

T =T+ T2,

dar z1 € Q) och x9 ligger i ortogonalrummet till Q; dvs (z2,y) = 0, Vy € Q. z1 kallas
projektionen av z pa €, och ||z2|| &r det minsta avstandet mellan = och ;.
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1.5 Funktionaler

Lat G vara en méangd av funktioner.

Exempel 12 G = {kontinuerliga funktioner :R — R },
G = {véixande téathetsfunktioner med kompakt stod },
G = {konvexa och avtagande tathetsfunktioner },
G = {kontinuerliga fordelningsfunktioner },

Vi kan da definiera en funktion
v:G—R,

en s.k. funktional. En funktional kallas linjir om G &r ett linjart rum och W &r en linjar
funktion, dvs

U(ax + By) = a¥(x) + SU(y).

Exempel 13 Lat G = {Riemannintegrerbara tathetsfunktioner}. Forsett med punktvis ad-
dition och punktvis multiplikation med reella tal dr detta ett linjért rum. Definiera W pa G
genom

v(f) = [ tr@)de

Da ar W(f) vanteviardet av den stokastiska variabel som har f som tathet. Da &r W en linjar
funktional;

W(af +Bg) = [ Haf(0)+ Bo(t)) dt =

= a/tf(t) dt + ﬁ/tg(t) dt = a¥(f) + p¥(g).
Definiera funktionalen ¢ genom

o(f) = [ Ft

Da ar @ en olinjar funktional.

2  Matteori

Lat Q vara en méngd.

Definition 1 En algebra Fy &r en samling av delméngder av €2 sadan att
o ()€ Fy,
o feFy= F°¢e Fy,

e FGeFy=FUG € Fy.
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En o-algebra F &r en algebra sadan att
e F1.F5,...e F= UnZan e F.

Om Q &r en méngd och F &r en o-algebra pa 2 kallas (2, F) ett métbart rum.

Exempel 1 {0, Q} dr en o-algebra; det ar den minsta o-algebra som kan definieras pa €.
For en godtycklig delméangd A av Q ar o(A) = {0,Q, A, A°} en o-algebra; det &r den minsta
o-algebra som innehaller A och kallas o-algebra genererad av A.

Exempel 2 Lat C var méngden av alla éandliga unioner av intervall (a,b) med —oo < a <
b <ooiR. Daér C en algebra men inte en g-algebra; tex ligger inte mangden

1
(z,y] = Moy (z,y + E)

for z <y, iC.

I sannolikhetsteorin kallas €2 utfallsrummet och bestar av alla mojliga utfall, dvs resultat av
slumpmaéssiga experiment, méngderna i o-algebran kallas for héndelser.

Exempel 3 Lat Q = {1,2,3,4,5,6} och A = {1,3,5}. Detta kan ses som modell for kast
med térning. A &r hdndelsen som kan beskrivas som "udda antal 6gon kommer upp”. o(A) =
{0,9, A, A°}, innehaller alltsd handelserna "udda antal 6gon”, "jamnt antal 6gon”, 2 som &r
en siker handelse och () som dr en omojlig handelse.

Man behéver g-algebror for att fa en definition av sannolikheter som &r fri fran motségelser
( se Williams for Banach-Tarski’s paradox).
Lat C vara en samling av delméngder av 2. Da definieras o-algebran genererad av C

a(C),

som den minsta o-algebra som innehéller C. Den kan fas som snittet av alla o-algbror som
innehaller C, vi behover da visa att snitt av ett godtyckligt antal o-algebror ar en o-algebra.

Exempel 4 Lat A vara en godtycklig delméngd av Q. Da géller o(A) = {0,Q, A, A°}.

Om (£, p) ar ett metriskt rum har vi definierat de 6ppna méngderna i 2. Nésta definition
ar av en mycket viktig klass av o-algebror.

Definition 2 Om (€2, p) &r ett metriskt rum definieras Borel-o-algebran B(£2) som
B(§) = {6ppna méngder i Q },
dvs den minsta o-algebra som innehéller alla 6ppna méngder i 2.

Ett viktigt specialfall &r néar 2 = R. Det ar dock svart att fa en bild av vilka méngder som
ingar i B = B(R). Det underlittar betydligt att veta att

B(R) =o{(—o0,z] : 2z € R},

dvs att B dr den minsta o-algebra som innehaller alla intervall av formen (—oo, z].
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2.1 Mangdfunktioner och matt
Lat Q vara en méngd och Fy en algebra pa 2. Lat ug vara en icke-negativ mangdfunktion
Ho - -7:0 - [0700]7

dvs till varje element i Fy, eller delméngd av Q i Fy, ordnar pg ett tal i [0, 00]. uo sigs vara
additiv om

e uo(D) =0,

e Om A, B € Fy ar disjunkta s& puo(AU B) = pg(A) + uo(B).
1o ségs vara upprikneligt additiv eller o-additiv om

e uo(0) =0,

e Om Ay, A, ... € Fop ér disjunkta och U,>1 4, € Fo sa po(Un>14n) = 3,51 to(An).
Definition 3 Lat (2, F) vara ett métbart rum. En méngdfunktion p

i F = [0,00],

kallas ett matt pa (2, F) om p ar upprékneligt additiv. Da kallas (2, F, ) ett mattrum.

Exempel 5 e Lat ) vara en godtycklig méngd och 14t A vara ett element i o-algebran
F. Satt u(A) = oo om A innehaller odndligt manga punkter, och sétt p(A) lika med
antalet punkter i A om A &r en dndlig méngd. Det &r latt att se att pu ar ett matt; p
kallas rdaknematt pa (Q, F).

o Lat 2 =R saatt F = B(R). Observera forst att eftersom B(R) innehaller alla 6ppna
méngder och en o-algebra ar sluten under komplement-bildning, sa innehaller B(R)
ocksa alla slutna méngder. Enpunktsméngderna {n} for n heltal &r alla slutna och
tillhor alltsa B(R). Definiera nu méngdfunktionen p({n}) = 1 for n godtyckligt heltal,
och u(A) = 0 for A Borelméngd som inte innehaller nagot heltal. Da blir p ett matt
pa B(R), sadant att u(A) ar lika med antalet heltal i A, vi kan kalla p rdknematt pa
reella tallinjen.

e Foregaende matt ar i sjalva verket en summa av enpunktsmaétt, eller enhetsmatt. Lat
xo vara en godtycklig punkt i 2 och anta att o-algebran F innehaller alla enpunk-
tsméangder. Definiera méangdfunktionen

n(A) = Lyzo € A},

dvs u(A) = 1 om zg ligger i A och 0 annars. Da &r p ett matt som vi kan kalla
enhetsmassan koncentrerad i xg

Definition 4 Ett matt sdgs vara dndligt om p(2) < oo, och det ségs vara o-andligt om det
finns en sekvens A; € F sadan att Q = U;>14; och p(A4;) < oo for varje i.

Exempel 6 Mattet enhetsmassan koncentrerad i xg i foregaende exempel ar dndligt. Mattet
som raknar antalet heltal i en Borelméngd i forgaende exempel ar o-andligt men inte andligt.
Mattet som raknar antalet punkter i en méngd ar inte o-andligt om 2 = R och F = B(R);
det ar inte mojligt att skriva R som uppréiknelig union av element som alla har dndligt
méanga element i sig, ty i sa fall vore R uppraknelig.
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Nésta definition &r, naturligtvis, viktig i sannolikhetsteorin.

Definition 5 Ett matt p kallas ett sannolikhetsmatt om

n(€2) = 1.
Da kallas (2, F, p) ett sannolikhetsrum.

For att kontrollera att en mangdfunktion verkligen &dr ett méatt maste vi kontrollera o-
additivitet for mangder i o-algebran. Eftersom sadana méangder kan se vildigt konstiga ut,
skulle vi vilja kunna definiera en méangdfunktion pa en klass av méngder som &r lattare att
jobba med och sedan utvidga definitionen till o-algebror. Nésta sats dr mycket viktig, den
ar egentligen den viktigaste i hela sannolikhetsteorin; utan den skulle vi inte kunna gora
mycket mer dn titta pa dndliga utfallsrum.

Sats 1 (Caratheodory’s utvidgningssats) Lat Q vara en méngd och Fj en algebra pa den.
Om F = o(Fp) och méngdfunktionen

Ho - fO - [07 OO]
ar upprakneligt additiv, da finns det ett matt u pa (Q,F) sddant att u = po pa Fyp. Om
o < 0o sa ar mattet p entydigt bestamt av sina varden pa Fy.

Entydigheten ar egentligen en foljd av nésta resultat. Vi behover forst en definition.

Definition 6 Lat €2 vara en méangd. Ett w-system Z &r en samling av delméngder av 2
sddana att om A, Be€Zsadar ANB e T.

Sats 2 Lat Z vara ett w-system pa Q och anta att F = o(Z). Om puq, po ar tva andliga matt
pa (Q, F) som 6verenstammer pa Z sa Gverenstammer de pa F.

For vara tillimpningar ar foljande exempel det viktigaste.
Exempel 7 Klassen Z = {(—o0,z] : x € R} av delméngder av R &r ett m-system.

Vi har fatt resultatet att varje matt pa R &r entydigt bestdmt av sina virden pa 7 =
{(—=o0,z] : x € R}.

2.2 Konstruktion av Lebesguematt

Vi ska hér skissera hur man kan konstruera ett langdmatt pa (0,1]. Lat Q = (0,1]. Lat Fo
besta av méngder A som kan skrivas som dndliga unioner av disjunkta, halvoppna intervall;

A= (al,bl] U (GQ,bQ] U... (an,bn],

dar n heltal och 0 < a1 <b; <...<b, <1. Da kan man visa att Fy ar en algebra och att
B(0,1] = o(Fo).
Definiera nu, for ett A € Fy, méngdfunktionen pg, genom
n
,uo(A) = Z(bl — ai).
i=1
D& kan man visa att pg ar upprikneligt additiv. Dessutom géller att pp(0,1] = 1 < oc.
Alltsa ger Caratheodory’s utvidgningssats att det finns ett entydigt bestdmt p pa B(0,1]
som Overensstammer med pg pa Fo. Detta p kallas Lebesguematt.
P& liknande sétt kan konstrueras o-éndligt Lebesgue-matt pa B(R).
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2.3 Maitbara funktioner och stokastiska variabler

Lat (Q,F) vara ett méatbart rum och h en reellvard funktion pa €,
h:Q—R.

Definition 7 Vi séger att h &r métbar eller F-méatbar om
{w:h(w)€ B} =h"1(B) € F,
for varje Borelméngd B i B(R).

Exempel 8 Lat F = (0,Q). D& ar de enda funktioner som ar méatbara map F de konstanta
funktionerna. Vi visar forst att h(w) = ¢,Vw &r F-métbar. For varje Borelméangd B giller
att antingen innehéller B punkten c eller inte. Anta ¢ € B. D ir h~!(B) = Q vilket ligger i
F. Antaatt c ¢ B. Da dr h=1(B) = () vilket ocksa ligger i F. Alltsa iir konstanta funktioner
F-matbara.

For att visa att inga andra funktioner &r F-métbara, anta h(w) = ¢; pa nagon delméangd
A C Q, och h(w) = co pa A°. Betrakta Borelmingden B som innehéller ¢; men inte cg; da
ir h~1(B) = A vilket inte tillhor F, och vi #r klara.

Lat F = P () vara klassen av alla delméngder av Q. Da ar detta den storsta o-algebra
pa . Alla funktioner 4r F-méatbara.

I ovanstaende exempel har vi stott pa tva extremfall; vi tittade pa den storsta respektive
den minsta o-algebran pa 2 och fann att for den storsta var alla funktioner méatbara, och
fér den minsta var endast de konstanta funtionerna méatbara. Da kan man fraga sig om det
finns en "medel”-o-algebra som gor "lagom” knepiga funktioner méatbara. Svaret &r att om
man vet vilka funktioner man vill ska vara métbara, kan man bestdmma en o-algebra som
goér dem matbara.

Definition 8 Lat h vara en godtycklig reellviard funktion pa €. Definiera o-algebran gener-
erad av h som

o(h) ={h"Y(B): B € B(R)}.
Da ar detta den minsta o-algebra som gor A méatbar.

Exempel 9 Lat h = 14 vara indikatorfunktionen for delméngden A av 2; dvs h(w) = 1 om
w € A och 0 annars. Da ér o(h) = o(A).

Nér man ska visa att en funktion &r métbar ar det praktiskt att anvinda féljande resultat.

Sats 3 Om C ar en samling av delméngder av R och B(R) = o(C), sa dr h : Q — R métbar
om och endast om

i C) e F
for varje C' € C.

Observera att vi inte har nagra krav pa den genererande klassen, den behéver alltsa inte
vara en algebra eller 7m-system tex.

Kom ihag att Borel-o-algebran pa R genereras av klassen Z = {(—o0, z] : x € R}. Detta
ger oss foljande viktiga resultat.
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Corollarium 1 A : Q — R ar méatbar om och endast om
{w:h(w) <z} =h"Y(-00,z] € F,
for varje x € R.

Om man har en klass av métbara funktioner kan man alltid f& fler genom att addera,
multiplicera, sammansétta,....

Sats 4 Om hy, hg, h &r métbara funktioner, s ar hy + ha, hiha, h1(he)(:) och for godtycklig
reell konstant ¢, ch det ocksa. Om {h,},>1 &r en sekvens av métbara funktioner sa &r
lim sup hy,, lim inf h,, det ocksa.

Ett viktigt fall av métbara funktioner ar nar (2, F) dr en modell for ett statistiskt experi-
ment. Da kallas en matbar funktion h for en stokastisk variabel och vi skriver ofta X = h.

Exempel 10 Lat Q = {1,2,3,4,5,6}, A = {1,3,5} och F = o(A4) = {A, A%, 0,Q}. Definiera
funktionen X péa Q genom X (u) =1 om u dr ett udda tal och X (u) = 0 annars. Da géller
att for varje Borelméngd ar exakt ett av foljande pastdenden &r sant;

1.0€BochleB=X"YB)=Q¢c F,
2.0 Boch1¢ B= X"1(B)=A°c F,
3.0 Bochle B=X"'(B)=AcF,
4.0¢ Bochl1¢ B=X"YB)=0¢cF.

Alltsa giller att X~1(B) € F for varje Borelmiingd B och X #r en mitbar funktion och
alltsé en stokastisk variabel.

2.4 Fordelningen for en stokastisk variabel

Lat nu (Q,F, P) vara ett sannolikhetsrum, och lat X vara en stokastisk variabel. Detta
betyder att X ~!(B) ligger i F for varje Borelmingd B sa att vi kan beriikna P(X ~(B)) =
P(w: X(w) € B). Definiera miangdfunktionen Px pa Borel-o-algebran

Py : B(R) — [0,1],
genom
Px(B) = P(X"'(B)) = P(w: X(w) € B).

Da ar det litt att se att Py &r ett sannolikhetsmatt pa B(R). Px kallas for fordelningen
for X ( eng. The Law of X).

Sa for att rdkna med sannolikheter for stokastiska variabler gar vi fran mattet P pa (2 till
mattet Px pa B(R). Men vi kommer ihag att Borel-o-algebran genererades av m-systemet
T = {(—o0,z] : * € R}, och vi har ett resultat som séger att for andliga matt, bestdmmer
viardena pa ett m-system som genererar o-algebran entydigt mattets virden pa o-algebran.
Alltsa har vi att Px’s varden pa B(R) entydigt bestdms av dess viarden pa Z. Om vi nu
definierar fordelningsfunktionen fér X genom

Fx(x) = Px(—o00,x],

sa har vi visat att Px entydigt bestdms av fordelningsfunktionen F.
Det dr enkelt att se att en fordelningsfunktion ar
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e vixande,

e hogerkontinuerlig,

e satisfierar lim,_,o F'(z) = 1 och lim,_,_ F'(z) = 0.
Man kan ocksa visa omvéndningen, dvs att om F' har egenskaperna ovan sa kan vi pa ett
entydigt sétt konstruera ett sannolikhetsmatt @ pa (R,B(R)) sa att Q(—o0,z] = F(x).
2.5 Integration med avseende pa matt

Vi ska hér definiera integration med avseende pa ett allmént méatt. Lat alltsa (Q, F, i) vara
ett mattrum. For en reellviard funktion pa €2 vill vi definiera

[ f@)dut) = [ f@n(do)

Vi kommer att gora detta i fyra steg; forst definierar vi integralen av en indikatorfunktion
av en méangd i F, sedan av funktioner som &r positiva, méitbara och striackvis konstanta (
positiva linjarkombinationer av indikatorfunktioner ), sedan av positiva métbara funktioner
och sist definierar vi integralen av en métbar funktion.

Steg 1 Lat A vara en méngd i F, och definiera indikatorfunktionen f =14 av A. Definiera
integralen av f med avseende pa mattet pu som

/fduz/lAduzu(A)-

Steg 2 Lat nu f vara en adndlig linjadrkombination av indikatorfunktioner av element i F;

n
f=> aila,
i=1

med alla 0 < a; < 00. f sdgs da vara en enkel funktion. D& ar f F-métbar, och positiv. Vi
definierar nu

/fmzimmmy

k=1

Det ar enkelt att kontrollera att denna &r véldefinierad, dvs att om vi har tva olika repre-
sentationer av f som en andlig linjirkombination s& far vi samma véirde pa integralen.

Steg 3 Lat nu f vara F-métbar och positiv. Definiera

/fdu:sup{/hd,u:henkelgf}.

Nasta resultat ar ganska sjalvklara och kontrolleras latt.
Sats 5 Integralen av positiva, F-métbara funktioner satisfierar;

e Om f, g ar tva positiva F-métbara funktioner sddana att pu(w : f(w) = g(w)) =1, sa

ar
/fdﬂz/gdm

dvs tva funktioner som &r lika p-néstan Sverallt har samma integral.
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e Om «a,3 > 0 och f,g ar tva positiva F-méatbara funktioner sa géller

[at+Bgdi=a [ fdu+5 [ gdn

dvs integralen &r en linjar funktional 6ver klassen av positiva och F-métbara funk-
tioner.

e f<g=[fdu< [gdu

Ett viktigt resultat ar att for positiva funktioner som konvergerar monotont kan man byta
ordning pa integration och gransvarde.

Sats 6 (Monoton konvergens) Om (f,),>1 &r en sekvens av positiva och F-métbara funk-
tioner som véxer mot en F-métbar funktion f u — n.s. sa géller att

[ fdut [ 1 dn.

Steg 4 Lat slutligen f vara en allmén F-métbar funktion och definiera

f+ = max(f, O),

fm= —min(f,()).

Daér f = ft — f~ och |f| = fT + f~, och ft, f~ & F-miitbara och positiva. Alltsa kan
vi definiera

[t [ dn

Definition 9 Vi séger att f &r p-integrerbar om
[ittdn= [ £+ dus [ dp< .

och skriver f € £L1(Q, F, 11).Vi definierar da integralen av f med avseende pa p som

[rdu=[ s du= [+ dn

Det dr litt att visa att £1(Q,F,u) dr ett linjirt rum av funktioner, dvs att om f,g €
LY, F, ) sa foljer af + Bg € LY(Q, F, ). Fran definitionen féljer ocksa att | [ f du| <
J |f] dp. Nésta resultat dr ett av standardverktygen i matematisk analys.

Sats 7 (Lebesgue’s dominerade konvergenssats) Om (fy)n,>1 &r en sekvens av F-métbara
funktioner, g € LY(Q, F, u), |fn| < g, och f, konvergerar mot f p-niistan sikert sa foljer

/fnduﬁ/fdu-

Integralen av en métbar funktion 6ver en delméngd A definieras enkelt pa foljande séitt.

Definition 10 Om A &r en méngd i F och f dr F-métbar definieras

/Af :/fl{A}dM~
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Exempel 11 Fo6ljande exempel &r mycket viktiga.

e Lat A\ vara Lebesgue-mattet pa B(R). Da skriver vi

[ 1@ axa) = [ #) dx.

for f € LY(R,B(R),\). Detta ir ett generellare integralbegrepp #n Riemannintegrer-
barhet, dvs om f dr en Riemannintegrerbar funktion funktion sa ar f ocksa Lebesgue-
integrebar. Att omvéndningen inte dr sann foljer genom att betrakta funktionen
f(z) = 1 for x rationellt tal mellan 0 och 1 och f(x) = 0 for 6vrigt. Da ar f inte
Riemannintegrerbar ( forsok att anvinda under och 6verfunktioner som i definitionen
av R-integerbarhet ) medan Lebesgueintegralen blir 1.

e Lat y vara mattet som raknar antalet heltal i en méngd i Borel-o-algebran pa R, dvs

pu{n} =1 {or n heltal och pu(A) = 0 fér A Borelméngd som inte innehaller nagra heltal.
Da géller att for A Borelméngd och f B(R)-métbar ar

/Afduz > fn).

neA

Detta visas pa foljande siatt. Lat A = By U By dar By bestar av de heltal som finns i
A och Bs ar resten. Da har vi att

/Afduszlfclm/BQfdu.

Den andra termen blir noll eftersom p(Bz) = 0, och den forsta ar

[ssdn= [ 3 tufdu-

neA

= [tfdu= 3 ).

neA neA

e Om (9, F, P) ar ett sannolikhetsrum, X &r en s.v. och F' ar fordelningsfunktionen for
X, och g &r B(R)-métbar definierar vi

[ @) dF@) = [ g(w) dPx (@)

Kom ihag att Px(B) = P(w : X(w) € B) entydigt bestdmdes av F’’s varden pa R. F
ar ju restriktionen av mattet Px till w-systemet {(—o0, z]| : z € R}, sa att ovanstaende
definition &r vettig.



84 11. Topologi och Matteori

2.6 Radon-Nikodym’s sats och tétheter

Lat (2, F, p) vara ett mattrum och f en positiv F-métbar funktion. Definiera méngdfunk-
tionen v pa F genom

= [ rdu=[1001 du

Da foljer av Lebesgue-integralens additivitet och monoton konvergens att v &r ett matt pa
F. De tva matten p och v har féljande relation; for varje A i F géller

p(A)=0=v(4)=0.

Om tva matt p och v uppfyller denna relation séger vi att v &r absolutkontinuerligt med
avseende pa u. Nasta resultat ger villkor for ndr omvandningen ar sann.

Sats 8 (Radon-Nikodym) Lat u,v vara tva o-dndliga matt. Om v &r absolutkontinuerligt
med avseende pa p sa finns en positiv F-métbar funktion f sadan att

=/Afdu,

for varje A1 F. Om fi, fo ar tva sddana funktioner sa giller u(f; = fo) =

Ett f som i satsen ovan kallas Radon-Nikodym-derivatan av v med avseende pa p och vi
skriver ibland

dv

=g

Formellt ar da

—d,u /dy—y

Exempel 12 Nasta tva resultat ar grundldggande i sannolikhetsteorin.
o Lat (R,B(R), Px) vara ett sannolikhetsrum, dér Py alltsa ar fordelningen for en s.v.

X, och 1at A vara Lebesgue-mattet pa (R, B(R)). Om Px ar absolutkontinuerligt med
avseende pa A sa finns,enligt radon-Nikodym’s sats, en F-métbar funktion f sddan att

:/Afd)\::/Afdx,

for alla Borelméngder A. Speciellt for A = (—oo, z] far vi
Px(—o00,x] = F(z) = / f dx.

Funktionen f kallas tathetsfunktionen for den s.v. X. Observera att denna &ar entydigt
bestdmd sa nér som pa en méngd i R med Lebesgue-matt 0.
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e Om v ar mattet som raknar antalet heltal i en Borelméngd och Px &r absolutkontin-
uerligt med avseende pa v, si finns en F-métbar funktion f sddan att

Pe(d) = [ fav =¥ 500).

i€A
For A = (—o0, z] fas att

Px(—00,z] = F(z) = _ f(i).

1<x

Funktionen f kallas sannolikhetsfunktionen for den s.v. X. Denna &r entydigt bestamd
sd niar som pé en mangd med raknematt 0, dvs den &r entydigt bestdmd pa alla
mangder som endast innehaller heltalspunkter.

Nasta resultat dr intuitivt klart.

Sats 9 Lat v, p vara tva matt pa (2, F), och f en positiv F-métbar funktion siddan att

v(A) = [ 1 du.

for varje A i F. Da &r for varje positiv F-métbar funktion g

/ngZ/gfdu-

I vara tillampningar ar den viktigaste anvindningen av detta resultat nésta foljdsats. Den
ger oss de formler som anvénds for att berdkna vantevarden i grundkurserna.

Corollarium 2 Lat A vara Lebesgue-mattet pa (R, B(R)), och Px en fordelning for den s.v.
X. Anta att det finns en téathet f, det vill sdga for varje Borelmangd A géller

Py(A) = / f dx.
A
Da ar for varje Lebesgue-integrebar funktion g
[ otw) dF@) = [ gw) dPx(@) = [ g(o) () do.

Om v ar mattet som rdknar antalet heltal i en Borelméngd, och det finns en sannolikhets-
funktion s& &r for varje absolut summerbar funktion g, eller ekvivalent for varje g sadant att
J[gdv <,

[ s@ ar@) = [ g(@) dPx(@) = [ g(@)5(@) dv = 3 a(0)10)
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2.7 Vaiantevarden och £P-rum

Lat X € £1(Q, F, P) vara en s.v. Definiera vinteviirdet av X genom
E(X) = / X (w) dP(w).

For 1 < p < oo séger vi att X € LP(Q, F, P) om X &r en s.v. och
BIXP) = [ 1XP(w) dP@) < oo.

Da kan vi definiera
1 X]]p = (/ X [P (w) dP(w))'/?.

Observera att &ven om detta har fatt en beteckning som antyder att det dr en norm behdéver
vi visa det.

Det &r latt att visa att LP(Q2, F, P) ar ett linjart rum. Foljande monotonicitetsegenskap
hos de linjéra rummen £P(2, F, P) &r ofta anvindbar.

Sats 10 Om 1 <p <r <oooch X € L7(Q, F,P) sa X € LP(Q, F,P).
Om vi tittar speciellt pa rummet £2(Q, F, P) sa bestar det alltsa av s.v. X sadana att
[ 1xPap = B(XP) < .
dvs av kvadratiskt integrerbara s.v., eller s.v. som har &ndlig varians. For dessa géller
Schwarz olikhet; om Y, X € £2(Q,F,P) sa X -Y € £LY(Q, F, P) och
[E(XY)[ < [IX]l2][Y]l2-
En foljd av denna &r triangelolikheten i £2(Q, F, P);
X + Y2 < [IX]l2 + [[Y]]2-
Det ar ocksa latt att se att
laX]l2 = [al - [|X]]2.

For att visa att || - ||2 &r en norm behéver vi nu bara visa att || X||2 > 0 med likhet om
och endast om X = 0. Har stoter vi dock pa problem eftersom vi kan ha att X = 0 Gverallt
utom pé en méngd med P-matt noll och &nda fa || X||2 = 0. Detta gar dock att l6sa genom
att betrakta alla s.v. som &r lika n.s. som en ekvivalensklass. Klassen kan da representaras
av vilken som helst av sina medlemmar; de har alla samma norm. Om vi gor detta far vi ett
normerat linjart rum. Man brukar skriva L istédllet for £ for att tala om att man har gjort
denna indelning i ekvivalensklasser. L?(Q, F, P) bestar alltsa av en massa ekvivalensklasser
av s.v. som ar kvadratiskt integrerbara. Det &r ett linjart rum och vi har visat att || - |2 &r
en norm pa det. Vi har desutom en skaldrprodukt

(X,Y) = E(XY).

Vi kan gora denna indelning i ekvivalensklasser for 1 < p < oo och far da alltsa normerade
linjéra rum LP($2, F, P). Fallet p = 2 &ar hér dock speciellt eftersom vi pa det dessutom har
definierat en skaldrprodukt.

Triangelolikheten i LP(Q2, F, P) kallas Minkowski’s olikhet; om f,g € LP(Q, F, P) s&

1F +gllp < [[f1lp +llgllp
De linjara rummen LP(Q), F, P) ar fullstindiga;
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Sats 11 Om 1 < p < oo och {X,,} 4r en Cauchy-foljd av s.v. i LP(Q, F, P);
|| Xn — Xmllp — 0 5n,m — oo,

sa finns ett X 1 LP(Q, F, P) sadant att
| Xn — X||lp = 0 ;n — oo.

Detta betyder alltsa att LP(Q, F, P) ér ett Banachrum och att L2(€, F, P) &r ett Hilbertrum.
Lat nu Px vara fordelningen for X och 1at

h:R—R

vara en Borelmitbar funktion. Da giller att h(X) € L'(Q, F, P) om och endast om h €
L'(R,B(R), Px) och

E((X)) = / h(X)(w) dP(w) = / h(z) dPy(z).
Om X har téthet f sa kan vi skriva om resultatet som att

E(h(X)) = [ hla)f(@) dz.

2.8 Fubini’s sats

Nér far man byta ordning pa integration? Lat (4, F1, pu1) och (Qg, Fa, o) vara tva matt-
rum med g1, o o-andliga rum. D& géller att for en funktion f pa € x €9 som ar métbar
med avseende pa en lamplig o-algebra (produkt-o-algebran) ar

//f(fﬂlal‘z) dpa (z1)dpz(22) Z//f(ﬂﬂlalé) dpo(z2)dp (21),

// |f| dpadpg = // |f| duadpy < oo.

2.9 Oberoende

om

Lat (Q,F, u) vara ett sannolikhetsrum. Om G och H dr tva delo-algebror av F s& sigs G
och H vara oberoende om

WG O H) = p(Gu(H)

for alla G € Goch H € H. Om X och Y &r tva stokastiska variabler sdgs de vara oberoende
om o(X) och o(Y) ar oberoende.

2.10 Betingade véantevarden

Lat X vara en s.v. i L1(2,F, P) och lat G vara en del o-algebra till 7. Da defineras det

betingade vintevirdet av x givet G, F(X|G) som den s.v. Y som satisfierar
1. Y ar G-méatbar.

2. [|Y|dP < co.
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3. For varje G € G giller [, Y dP = [, X dP.

Att det verkligen existerar ett sadant Y visades av Kolmogorov 1933 (se Williams). Om
speciellt X € L?(Q, F, P) s kan man se Y som projektionen av X pa L?(Q,G, P), dvs

Y = argmingcr2 0.6 p) / (X — Z)*dP.

Om G = o(Z) sa skriver vi E(X|G) = E(X|Z).

2.11 Stokastiska matt

I statistikteorin spelar den empiriska fordelningsfunktionen en stor roll. Givet oberoende
likaférdelade stokastiska variabler X1, ..., X,, och givet x € R definieras denna som

Fu(@) =3 _1ixi<ay
=1

For fixt  ar F),(x) alltsa en linjarkombination av stokastiska variabler och alltsa en stokastisk
variabel. Vi ska hér definera integralen av en funktion med avseende pa F),. Vi borjar med
att infora stokastiska matt.

Definition 11 Lat (€2, F) och (', G) vara tva métbara rum. Lat p vara en o-additiv méangd-
funktion pa G sadan att

1(G)
ar F-matbar for varje G i G, dvs for varje Borelméngd B i R géller att
wG)\(B) € F.
Dé kallas p ett stokastiskt matt pa (T, G).
En stokastiskt matt &r alltsa ett matt som for varje mattvérde p(B) &r en stokastisk variabel.

Exempel 13 Lat X vara en stokastisk variabel pa (2, F). Definera méngdfunktionen p pa
B(R) genom

nw(B) = 1{XeB}-

D& ar p(B) ett eller noll, beroende pa om B innehéller X eller inte.
For varje fixt B i B(R) ér da u(B) = 1{xcp) métbar med avseende pa o-algebran F.
Ty for varje B* i B(R) géller exakt en av f6ljande utsagor;

0eB*1eB* = uB) YB) ={w:uB)(w) cB*} ={w: lix(w)yeB} € B"}
={w: X(w)eB}Ww:X(w)¢ B} =Q¢€F,
0¢ B*,1€ B* = pu(B) ' (B*)={w:l{xwenp € B'} ={w: X(w) € B} € F,
0€B*1¢B* = uB) B ={w: Lixwyeny € B} ={w: X(w) ¢ B} € F,
0¢ B 1¢ B = u(B)'(B) = {w: lpxqen) € B'} =
{w: X(w)eB}{w: X(w)¢ By=0¢eF.
Vi har visat att u(B) ar F-métbar for varje B i Borel-o-algebran pa R och p ar saledes ett
stokastiskt matt.
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Observera att i exemplet ovan var (I', G) lika med det métbara rummet (R, B), och detta ar
det enklaste fallet. Vilket rum vi far beror av vad det ar for stokastiska objekt vi betraktar.
Stokastiska processer skulle till exempel ge I" lika med ett funktionsrum.

Vi ska nu definiera integralen av en G-méatbar funktion ¢ med avseende pa det stokastiska
mattet u. Vi gor detta i fyra steg, analogt med fallet da d&a u var ett vanligt méatt .

Steg 1 Lat ¢ = 1y¢) vara indikatorfunktionen av en mingd i G. D& defineras

[ 60 duts) = ().
Denna ar trivialt F-méatbar sa att integralen ar har F-méatbar.

Steg 2 Lat ¢ vara en enkel funktion, dvs med n < 0o, G; € G och «; € [0,00],1 <i < n kan
¢ skrivas som

() = ailign(7)-
=1

Da definieras integralen av ¢ med avseende pa det stokastiska méattet p som
n
[ 6 dun =3 ain(G).
i=1

Detta dr en linjarkombination av F-méitbara funktioner sa att integralen dr F-métbar.
Linearitet och monotonicitet féljer nu enkelt for den definierade integralen. Kom ihag att i
fallet nar p var ett ickestokastiskt matt definierade vi integralen av en positiv och métbar
funktion ¢ som

/qbd,u = sup{/hd,u :h < ¢, h enkla}.

I det fallet Gverensstdmmer naturligtvis definitionen med
/d)d,u = limsup/hn d,
n—oo
pa grund av integralens monotonicitet fér enkla funktioner. Vi tar detta som definition nér

u ar ett stokastiskt maétt.

Steg 3 Definition 12 L&t ¢ vara en positiv och G-métbar funktion. Lat {h,,} vara en sekvens
av enkla G-métbara funktioner som vaxer mot ¢. Da definieras

/(ﬁd,u:limsup/hnd,u

n—oo

Eftersom [ h, du &r en sekvens av F-métbara funktioner, och lim sup av sddana ar F-métbar
har vi f6ljande resultat.

Lemma 1 Integralen av en positiv och G-métbar funktion ¢ med avseende pa ett stokastiskt
matt p ar F-métbar.
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Det &ar dven ldtt att se att integralen ar linedr och monoton i ¢; med ay, as positiva och
¢1, P2 positiva och F-métbara géller for varje w € ) att

(/ a1¢1 + appo dp)(w /¢1 dp)(w +Oé2(/ P2 dp)(w)
och
o1 < o = /¢1du /¢2dﬂ

Steg 4 Om slutligen ¢ ar en allmén G-matbar funktion kan vi dela upp den i

¢+(’7) = maX{Oa ¢(7)}7 QS_ (7) - - min{ov qb(’)/)}

Det #r da klart att ¢, ¢~ dr positiva och G-mitbara sa att vi kan definiera

0) = [¢du, (@)= [ o dn.
Om I't(¢)(w) < 0o och I (¢)(w) < oo for varje w € Q séger vi att ¢ ar p-integrerbar.

Detta &r dock ibland en onddigt restriktiv definition.

Definition 13 Lat v vara ett godtyckligt ickestokastiskt matt pa (2, F). D& sdger vi att ¢
ar p-integrerbar v-néstan sékert om det finns en méngd A € F sadan att v(A) = 1 och
I (¢)(w) < 00, I7(¢)(w) < oo for w € A. Vi definierar integralen

/¢du=I+<¢> ~ I (9).

Det viktigaste exemplet i denna kurs pa integration av en funktion med avseende pé ett
stokastiskt matt &r foljande.

Exempel 14 Lat (2, F, P) vara ett sannolikhetsrum och 1at X,..., X, vara en sekvens av
oberoende stokastiska variabler, alla med samma fordelning Px. Definiera den empiriska
fordelningen P, som méngdfunktionen pa B(R)

1
B) = - Z 1{X¢€B}7
s

for B € B(R). Eftersom P, &ar en linjirkombination av stokastiska matt foljer att P, &r
ett stokastiskt matt pa B(R). Om ¢ &r en godtycklig B(R)-métbar funktion och A &r en
Borelméngd, sadan att Px(A) =1 och

/¢+(x) dP,(z) < oo, /qﬁ(x) dP,(z) < oo

kan vi definiera

[ ¢l dPy(@)

Enligt ovanstaende &r detta en B(R)-métbar funktion dvs en stokastisk variabel, som &r
andlig Px-néstan sidkert. Man ser att

[ o) dru qu

Den empiriska fordelmngsfunktlonen F, definieras som restriktionen av det stokastiska méat-
tet P, till m-systemet {(—oo, z] : x € R}. Vi definierar integralen av ¢ med avseende pa F,

: /¢ ) dF( /qS ) dPy(
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2.12 Integralen som en linjér funktional

Givet ett mattrum (2, F, u), och en F-métbar funktion ¢ har vi definierat integralen av
¢ med avseende pa mattet p och visat att den ar linjar i ¢. Det dr dock ocksa sant att
integralen &r linedr i mattet. Vi behover dock forst definiera addition och multiplikation
med skaldr pa rummet av matt.

Definition 14 Om v, p dr tva matt pa mattrummet (€2, F) och A € F definierar vi summan
vV + (4 som

(v + B)(A) = v(4) + p(A).
Om « &r ett positivt reellt tal definierar vi o som
(ap)(A) = ap(A).
Det ar klart att u + v och au ar tva nya matt.

Om M ar en méngd av méatt, kan vi definiera operationerna addition och multiplikation
med skalér, enligt ovan. Forsett med dessa operationer blir M ett linjart rum.

Sats 12 Lat (2, F) vara ett métbart rum och p, v tva métt pa det. Anta att den F-métbara
funktionen ¢ ar integrerbar bade med avseende pa v och pu. D& &r den integrerbar med
avseende pa mattet v + p och

/gbd(u+u):/¢du+/¢du.

Om « ar ett positivt reellt tal, sa dr ¢ integrerbar med avseende pa oy och

[ edan) =a [ sdn.

Bevis: Lamnas som en 6vning. Det galler att visa lineariteten for ¢ indikatorfunktion,
enkel funktion, positiv métbar funktion och slutligen integrerbar métbar funktion. Det
hénder inget principiellt nytt vad géller lineariteten om vi later v, i var stokastiska matt, sa
ovanstaende sats ar sann dven med v, p stokastiska matt. Vi har alltsa foljande resultat.

Sats 13 Lat (Q,F), (I, G) vara tva mattrum och M en méngd med stokastiska matt pa G
férsedd med addition och multiplikation. D& &r M ett linjart rum. Lat v vara ett vanligt
ickestokastiskt métt, och ¢ en G-métbar funktion som &r integrerbar v-néstan sékert med
avseende pa p for varje p € M. Da definierar avbildningen

M3 = [ oy
en linjar funktional. Bildméangden ligger i rummet av F-métbara funktioner.

En viktig f6ljd av denna sats ar att om N ar en méngd av fordelningsfunktioner sa definierar
avbildningen

NSF—>/¢dF€R

en linjar funktional.



